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В работе осуществляется нахождение решения задачи Дирихле для уравнения Пуассона в квадратной области. При этом рассматривается метод установления с двумя алгоритмами его реализации.  
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В теоретической части рассматривается поиск решения задачи Дирихле для уравнения Пуассона в квадратной области с помощью метода установления.

Практическая часть содержит разработку программного обеспечения для решения данной задачи выше указанным методом, реализованную на языке С++.
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ВВЕДЕНИЕ

В данной работе рассмотрен метода установления для решения задачи Дирихле. В параграфе 1 исследуется аппроксимация данной задачи простейшей разностной схемой, а также устойчивость этой разностной схемы.  В параграфе 2 рассмотрена идея метода установления и 2 реализующих его алгоритма для вычисления разностной задачи Дирихле.
В параграфе 3 производится анализ этих алгоритмов, использующих в первом случае явную схему установления, во втором - схему переменных направлений. 

1.  Простейшая разностная схема для задачи Дирихле.

1.1  Построение.

Задача Дирихле для уравнения Пуассона в квадратной области 
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[image: image2.wmf]22

22

uu

xy

¶¶

+=

¶¶


[image: image3.wmf](,)

xy

j

,    
[image: image4.wmf]0,1

xy

££

                                        (1)

[image: image5.wmf]Г

u

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image6.wmf](,)

xy

y


где функции 
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Представим задачу (1) в следующей операторной форме: 
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Для этого положим 
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Наложим на квадратную область 
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 квадратную сетку с шагом 
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    Совокупность точек 
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сетки, попавших внутрь квадрата или на его границу, обозначим через 
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, будем считать внутренними точками сеточного квадрата 
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; со​вокупность внутренних точек обозначим 
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, лежащие на границе Г квадрата 
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, будем считать граничными точками сеточной области 
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 Для построения простейшей разностной схемы воспользуемся следующими формулами численного дифференцирования:           
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Осуществим замену вторых частных производных в задаче (1) формулами численного дифференцирования, не беря во внимание погрешность 
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Получим следующую разностную схему, записываемую в операторной форме 
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-приблизительное решение задачи (1):
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1.2  Аппроксимация.

Правая часть 
[image: image31.wmf]()
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 разностной схемы (2) имеет вид 
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Воспользуемся формулами численного дифференцирования для установления равенства:
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Поэтому для решения 
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 задачи (1) имеем
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Таким образом, невязка 
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В пространстве 
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, состоящем из элементов вида 
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введем норму  
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Таким образом, разностная краевая задача (2) аппроксимирует задачу Дирихле (1) со вторым порядком точности относительно h (
[image: image50.wmf]2
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 1.3  Устойчивость.
Чтобы показать устойчивость разностной схемы (2), воспользуемся следующем ее определением:

Разностная краевая задача 
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Определим норму в пространстве 
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 функ​ций, заданных на сетке 
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Лемма 1.  Пусть функция 
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определена на сетке 
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Тогда наибольшее на сетке 
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Доказательство. Допустим противное. Выберем среди точек сетки 
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поскольку первая скобка в числителе отрицательна, а осталь​ные неположительны. Противоречие с условием.

Лемма 2.  Пусть функция 
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определена на сетке 
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Тогда наименьшее на сетке 
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Лемма 2 доказывается аналогично лемме 1.

Теорема (принцип максимума). Каждое решение разностного уравнения            
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достигает своего наибольшего и наименьшего значения в не​которых точках границы 
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Доказательство  получается  объединением  утверждений лемм 1 и 2.

Из принципа максимума следует, что задача 
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 имеет только нулевое решение 
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, поскольку наибольшее и наименьшее значения этого решения принимаются в точках границы 
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Переходим к доказательству оценки 
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Так как погрешность формул численного дифференцирования 
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Используя функции 
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которую будем рассматривать только в точках сетки 
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Поэтому разность решения 
[image: image106.wmf]()

h

u

 задачи (2) и функции 
[image: image107.wmf]()

h

P

 удо​влетворяет в точках 
[image: image108.wmf]0

h

D

 равенствам

 


[image: image109.wmf]()()()()

()

hhhh

hhh

uPuP

L-=L-L=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image110.wmf],

max0

mnrs

rs

jj

+³


В силу леммы 1 разность 
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так как в квадрате  
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Аналогично, для функции 
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а в точках 
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В силу леммы 2 всюду на 
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Таким образом, всюду на 
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Отсюда вытекает неравенство, завершающее доказательство устойчивости:      
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После того, как разностная краевая задача, аппроксими​рующая дифференциальную, построена, нужно указать не слишком трудоемкий способ ее решения. Ведь при малом h задача (2) есть система скалярных уравнений очень высокого порядка. Одним из таких способов является использование метода установления. 
2. Описания метода установления.
Для вычисления решений мно​гих стационарных задач математической физики, описывающих равновесные состояния, рассматривают последние как результат установления развивающегося во времени процесса, расчет кото​рого часто оказывается проще, чем прямой расчет равновесного состояния.

Проиллюстрируем применение метода установления при​мером алгоритма для вычисления решения разностной задачи Дирихле
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аппроксимирующей дифференциальную задачу Дирихле
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Способы точного решения задачи (1), выдерживающие обоб​щения на случай переменных коэффициентов и областей с кри​волинейной границей, например метод исключения Гаусса, при сколько-нибудь больших М становятся неудобными и не приме​няются.

Общая идея исследуемого метода заключается в следующем. Решение 
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 задачи (2) можно понимать как не зависящую от времени тем​пературу в точке 
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 пластинки, находящейся в тепловом рав​новесии. Функции 
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 означают в таком случае соот​ветственно распределение источников тепла и температуру на границе.

Рассмотрим вспомогательную нестационарную задачу о рас​пространении тепла
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где 
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 и 
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 те же, что и в задаче (2), а 
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 произвольно.
Поскольку источники тепла 
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и температура на границе 
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 не зависят от времени, то естественно ожидать, что и реше​ние 
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 с течением времени будет меняться все медленнее, распределение температур 
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 в пределе при 
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 превра​щается в равновесное распределение температур 
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, описы​ваемое задачей (2). Поэтому вместо стационарной задачи (2) можно решать нестационарную задачу (3) до того времени t, пока ее решение перестанет меняться в пределах интересующей нас точности. В этом и состоит идея решения стационарных за​дач методом установления.
В соответствии с этим вместо задачи (2) будем решать за​дачу (3), а вместо разностной схемы (1) для задачи (2) рассмо​трим и сопоставим две разностные схемы для за​дачи (3).

А именно, рассмотрим простейшую явную разностную схему
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Перепишем ее в следующем виде:
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И  исследуем схему переменных направлений: 
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Перепишем ее в следующем виде:
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Будем считать, что 
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 задано так, чтобы на границе выполнялось равенство  
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Вычисление 
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по уже известному 
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 для схемы (4) осуществляется по явным формулам (5).

Рассмотрим схему (7). Первое равенство в схеме (7) дает нам при каждом фиксированном n M-1 уравнений для определения М+1 неизвестных.

Но добавив 2 уравнения, вытекающих из третьего равенства (7) при m=0 и m=M, получим систему из M+1 уравнений для определения М+1 неизвестных 
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  Матрица этой системы трехдиагональная. Решение 
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для каждого  фиксированного 
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 будем находить методом прогонки, на первом шаге используя начальное условие схемы (7).
    Аналогично,  второе равенство в схеме (7) дает нам при каждом фиксированном m M-1 уравнений для определения М+1 неизвестных.

Добавляя 2 граничных условия при n=0 и n=M, получим систему из M+1 уравнений для определения М+1 неизвестных 
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Матрица этой системы трехдиагональная. Решение 
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для каждого  фиксированного 
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 найдем также методом прогонки.
Количество арифметических действий при этом пропорцио​нально числу неизвестных. Для каждой из двух cоставленных нами для дальнейшего изучения разностных схем (4) и (6) рас​смотрим разность
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между сеточной функцией 
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и точным решением 
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 задачи (1), существование и единственность которого доказано в первом параграфе. Выясним условия, при которых погрешность 
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нестационарной задачи стремится к нулю с ростом р, а также характер этого стремления к нулю; выберем оптимальным обра​зом шаг  и сопоставим объем вычислительной работы, необхо​димый для уменьшения нормы первоначальной погрешности
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в заданное число раз.

3.
Анализ алгоритмов, реализующих метод установления.
В случае решения разностной задачи Дирихле (1) параграфа 2, удается провести теоретический анализ различных алгоритмов установ​ления с помощью конечных рядов Фурье.

3.1    Представление решения разностной двумерной задачи  теплопроводности в виде конечного ряда Фурье.
Рассмотрим сетку 
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, определенных в точках сетки и обращающихся в нуль в точках, лежащих на границе квадрата, с обычными операциями сложения и умножения их на вещественные числа, образует линейное пространство. 

Введем в нем скалярное умножение  
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В  рассматриваемом линейном пространстве  размерности (М— I)2 система функций
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 образует ортонормальный базис.

То есть 
[image: image248.wmf](,)(,)

0,  k 

и  

(,)

1,  k= 

и  

klrs

rls

rls

yy

¹¹

ì

=

í

=

î

.

Докажем это.
Заметим следующее:
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Учитывая формулу 
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Если 
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Если 
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Пусть
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Рассмотрим, как ведет себя следующее выражение:
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Так как 
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Из (3) следует, что 
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       Любая функция 
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обращающаяся в нуль на границе квадрата, разлагается в конечный двумерный ряд Фурье.
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Найдем следующее выражение, которое будем использовать в дальнейшем:
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Рассмотрим теперь двумерную задачу теплопроводности
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Здесь через 
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 обозначена боковая поверхность параллелепи​педа 
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Построим сетку 
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 примем точки сетки, лежащие внутри и на границе параллелепипеда.

Обозначим  
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Операторы 
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 и 
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 совершенно аналогичны, только первый действует по переменному т, в то время как n и p — параметры, а второй—по переменному п, а т и р—для него параметры. Простейшая разностная схема для задачи (6) есть
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удовлетворяет условиям на боковой границе при любом выборе постоянных 
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в качестве 
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В силу формулы (10) коэффициентом при 
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3.2   Анализ явной схемы установления
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Вычитая эти равенства из уравнений (4) §2 почленно, получим для погрешности 
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Заметим, что сеточная функция 
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В пункте 3.1 мы получили представление для решения задачи (12) в виде конечного ряда Фурье. 
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где 
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Поэтому для уменьшения нормы первоначальной погрешности 
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Подсчитаем число арифметических действий, необходимых для уменьшения ошибки в е раз. На каждый переход от 
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3.3   Анализ схемы переменных направлений.
       Займемся теперь иссле​дованием поведения погрешности 
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Решение 
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Вычитая эти равенства из уравнений (6) §2 почленно, получим, 1 что погрешность 
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    Имеем следующее решение этой задачи в виде конечного ряда Фурье:
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где 
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в конечный ряд Фурье, но числа 
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                        (13) Из предыдущего пункта известно неравенство: 
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Из выражения (13) для 
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Увеличение 
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Заменим 
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Если разложить эту функцию в ряд Тейлора по степеням 
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Поэтому для уменьшения нормы погрешности 
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Мы видим, что при больших М второй из рассмотренных нами процессов установления, использующий схему переменных направлений, приводит к уменьшению ошибки в заданное число раз ценой меньших затрат арифметических действий, чем метод установления, основанный на использовании простейшей явной разностной схемы (4): при достаточно больших значениях М (при мелкой сетке) схема переменных направлений оказывается выгоднее.

3.4 Выбор точности.
Сделаем замечание о точности, которой следует добиваться, решая задачу (1) §2 методом установления или другим итерационным методом, дающим последовательные при​ближения 
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 задано с по​грешностью порядка 1, то число k должно быть выбрано по​рядка М
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Добиваться уменьшения первоначальной погрешности более чем в 
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 раз было бы нецелесообразной затратой вычисли​тельной работы.
При вычислениях на конкретной фиксированной сетке практически итерируют до тех пор, пока последовательные приближения 
[image: image561.wmf]12

,,...,

p

uuu

 перестанут меняться в пределах удовлетворяющей нас точности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе были рассмотрен метод установления, а также представлены 2 программы на языке программирования С++, реализующие два алгоритма установления.

В результате было доказано, что простейшая разностная схема задачи Дирихле устойчива и аппроксимирует исходную задачу (1) со вторым порядком точности относительно h (
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Также были найдены оптимальные оценки шага 
[image: image563.wmf]t

, при которых происходит наиболее быстрое убывание погрешности. 

При анализе схем установления было получено: алгоритм, использующий схему переменных направлений, эффективнее, чем алгоритм, использующий явную схему установления. А именно: объем вычислений для уменьшения нулевой погрешности в заданное число раз в первом случае приблизительно в с
[image: image564.wmf]×

М раз меньше, чем во втором. (
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-шаг сетки, с<<M-константа). 
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Листинг программы №1.

Программа находит приближенное решение следующей задачи:
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#include<stdio.h>

#include<conio.h>

#include<math.h>

#include<iostream.h>

#define N 11 //количество узлов N*N
#define h 0.1//шаг сетки

#define e 0.000001

void  main()

{


double F0(double x,double y);


double F(double x,double y);


double f(double x,double y);


double **u,**v,*x,*y,T;//,u[N][N],v[N][N],x[N],y[N];**u,**v,*x,*y;//тау


int m,n,p,i;

//очистка экрана


clrscr();

//выделение памяти


u=new double*[N+1];


for(n=0;n<N+1;n++)



u[n]=new double[N+1];


v=new double*[N+1];


for(n=0;n<N+1;n++)



v[n]=new double[N+1];


x=new double[N+1];


y=new double[N+1];

//Инициализация массивов х и у


for(n=0;n<N;n++)


{



x[n]=n*h;



y[n]=n*h;


}

//нулевое приближение


for(m=0;m<N;m++)



for(n=0;n<N;n++)




{





u[m][n]=F0(x[m],y[n]);




}


T=pow(h,2)/4.;

//Основная часть

//********************************************************


for(p=0;p<1111;p++) //бесконечный цикл


{



for(m=0;m<N;m++)




for(n=0;n<N;n++)





{






v[m][n]=u[m][n];//Запомнить предыдущий шаг





}


  for(m=1;m<N-1;m++)




for(n=1;n<N-1;n++)





{






u[m][n]=v[m][n]+((v[m+1][n]-2*v[m][n]+v[m-1][n])/pow(h,2)+






(v[m][n+1]-2*v[m][n]+v[m][n-1])/pow(h,2)-f(x[m],y[n]))*T;





}


i=0;


for(m=0;m<N;m++)



for(n=0;n<N;n++)



  if(fabs(u[m][n]-v[m][n])<=e) i++;


if(i==N*N) break;


}

//********************************************************

//Форматный вывод массива u(искомых решений)


cout<<"    y ";


for(m=0;m<N;m++)



printf("%.1f    ",y[m]);


cout<<"\n x";


for(m=0;m<N;m++)


{



cout<<"\n";



printf("%.1f",x[m]);



for(n=0;n<N;n++)




{





if(u[m][n]>=0) printf("  %.3f",u[m][n]);





else printf("  %.2f",u[m][n]);




}


}


cout<<"\np="<<p;


getch();

}

//функция пси

double F(double x,double y)

{


return 1./(x+4.)*exp((x+y)/5.)+3*y;//+2*fabs(y);

}

//функция пси нулевое

double F0(double x,double y)

{


return F(x,y);//+x*y*(1-x)*(1-y)

}

//функция фи

double f(double x,double y)

{


return x*y;//56*x*y;//-x*y;

}





Листинг программы №2.

#include<stdio.h>

#include<conio.h>

#include<math.h>

#include<iostream.h>

#define N 11 //количество узлов N*N

#define h 0.1//шаг сетки
#define e 0.000001

void  main()

{


void vivod_rmatrix(double**,double*,int);


double F0(double x,double y);


double F(double x,double y);


double f(double x,double y);


double **u1,**u,**v,*x,*y,T,**aa,*b,*a,*c,*d,*pp,*r,*xx;


int m,n,p,j;


float i;

//очистка экрана

clrscr();

//выделение памяти

u=new double*[N+1];


for(n=0;n<N+1;n++)



u[n]=new double[N+1];


u1=new double*[N+1];


for(n=0;n<N+1;n++)



u1[n]=new double[N+1];


v=new double*[N+1];


for(n=0;n<N+1;n++)



v[n]=new double[N+1];


x=new double[N+1];


y=new double[N+1];


 aa=new double*[N];


 for(i=0;i<n;i++)



aa[i]=new double[N];


 a=new double[N];


 b=new double[N];


 c=new double[N];


 d=new double[N];


 pp=new double[N];


 r=new double[N];

//Инициализация массивов х и у


for(n=0;n<N;n++)


{



x[n]=n*h;



y[n]=n*h;


}

//нулевое приближение


for(m=0;m<N;m++)



for(n=0;n<N;n++)




u[m][n]=F0(x[m],y[n]);


T=h/(pow(2,0.5)*M_PI);


for(m=0;m<N;m++)


{



u1[m][0]=F(x[m],y[0]);



u1[m][N-1]=F(x[m],y[N-1]);



u1[0][m]=F(x[0],y[m]);



u1[N-1][m]=F(x[N-1],y[m]);


}

//Основная часть

//********************************************************

  for(p=0;p</*(1./(h*pow(2,0.5)*M_PI))*/1110;p++)

  {


for(m=0;m<N;m++)



for(n=0;n<N;n++)



{




v[m][n]=u[m][n];



}

//Метод прогонки для нахожденя u1 с волной


 for(n=1;n<N-1;n++)


 {



for(m=1;m<N-1;m++)



{




a[m]=T/(2*pow(h,2));




c[m]=a[m];




b[m]=T/pow(h,2)+1;




d[m]=0.5*T*(f(x[m],y[n])-(u[m][n+1]-2*u[m][n]+u[m][n-1])/pow(h,2))-u[m][n];



}



a[0]=0;c[N-1]=0;a[N-1]=0;c[0]=0;



b[0]=-1;b[N-1]=-1;



d[0]=F(x[0],y[n]);



d[N-1]=F(x[N-1],y[n]);



pp[0]=0;r[0]=0;



for(m=0;m<=N-1;m++)



{




pp[m+1]=c[m]/(b[m]-a[m]*pp[m]);




r[m+1]=(a[m]*r[m]-d[m])/(b[m]-a[m]*pp[m]);



}



//u1[N-1][n]=0;



for(m=N-2;m>0;m--)




u1[m][n]=pp[m+1]*u1[m+1][n]+r[m+1];


 }


 //Метод прогонки для нахожденя u


 for(m=1;m<N-1;m++)


 {



for(n=1;n<N-1;n++)



{




a[n]=T/(2*pow(h,2));




c[n]=a[n];




b[n]=T/pow(h,2)+1;




d[n]=0.5*T*(f(x[m],y[n])-(u1[m+1][n]-2*u1[m][n]+u1[m-1][n])/pow(h,2))-u1[m][n];



}



a[0]=0;c[N-1]=0;a[N-1]=0;c[0]=0;



b[0]=-1;b[N-1]=-1;



d[0]=F(x[m],y[0]);



d[N-1]=F(x[m],y[N-1]);



pp[0]=0;r[0]=0;





for(n=0;n<=N-1;n++)



{




pp[n+1]=c[n]/(b[n]-a[n]*pp[n]);




r[n+1]=(a[n]*r[n]-d[n])/(b[n]-a[n]*pp[n]);



}



u[m][N-1]=F(x[m],y[N-1]);



for(n=N-2;n>0;n--)




u[m][n]=pp[n+1]*u[m][n+1]+r[n+1];


 }


 for(m=0;m<N;m++)


 {



u[m][N-1]=F(x[m],y[N-1]);


 }


i=0;


for(m=0;m<N;m++)



for(n=0;n<N;n++)



  {





i+=fabs(u[m][n]-v[m][n]);





//if(fabs(u[m][n]-v[m][n])<=e) i++;



  }


//if(i==N*N) break;


if (i<0.000000000001) break;


}

//********************************************************

//Форматный вывод массива u(искомых решений)


cout<<"    y ";


for(m=0;m<N;m++)



printf("%.1f    ",y[m]);


cout<<"\n x";


for(m=0;m<N;m++)


{



cout<<"\n";



printf("%.1f",x[m]);



for(n=0;n<N;n++)



{




if(u[m][n]>=0) printf("  %.3f",u[m][n]);




else printf("  %.2f",u[m][n]);



}


}


cout<<"Kolichestvo itratsiy p="<<p;


getch();

}

//функция пси
double F(double x,double y)

{


return 1./(x+4)*exp((x+y)/5.)+3*y;

}

//функция пси нулевое
double F0(double x,double y)

{


return F(x,y);

}

//функция фи
double f(double x,double y)

{


return x*y;

}

                                Результаты работы программ №1и №2
Значения функции U(x,y) в узлах квадратной сетки 
[image: image571.wmf]0,1
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 с шагом 0.1.
    y    0.0      0.1     0.2       0.3     0.4      0.5       0.6      0.7      0.8      0.9     1.0

 x

0.0   0.250  0.555  0.860  1.165  1.471  1.776  2.082  2.388  2.693  2.999  3.305

0.1   0.249  0.553  0.857  1.162  1.466  1.771  2.077  2.382  2.689  2.996  3.304

0.2   0.248  0.551  0.855  1.158  1.462  1.766  2.072  2.377  2.684  2.993  3.303

0.3   0.247  0.549  0.852  1.155  1.458  1.762  2.067  2.373  2.680  2.990  3.302

0.4   0.246  0.548  0.850  1.152  1.455  1.758  2.063  2.369  2.677  2.987  3.301

0.5   0.246  0.547  0.848  1.150  1.452  1.755  2.059  2.365  2.673  2.985  3.300

0.6   0.245  0.546  0.847  1.148  1.450  1.753  2.057  2.363  2.671  2.983  3.299

0.7   0.245  0.546  0.847  1.148  1.450  1.753  2.057  2.363  2.671  2.982  3.299

0.8   0.244  0.546  0.848  1.150  1.452  1.755  2.059  2.365  2.672  2.983  3.299

0.9   0.244  0.547  0.850  1.153  1.457  1.761  2.065  2.370  2.677  2.986  3.298

1.0   0.244  0.549  0.854  1.159  1.465  1.770  2.075  2.381  2.687  2.992  3.298
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