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ВВЕДЕНИЕ

1. Внешние  и  внутренние  силы.  Деформируемое  тело.

Упругие  и  остаточные  деформации.

Внешними  силами  называют  силы  взаимодействия  между  рассматриваемым  элементом  конструкции  и  окружающими  его  телами.  

Внешние  силы  разделяются  на  объемные  и  поверхностные.  Объемные  силы  распределены  по  объему  тела  и  приложены  к  каждой  его  частице  (собственный  вес).  Поверхностные  силы  характеризуют  непосредственное  контактное  взаимодействие  рассматриваемого  объекта  с  окружающими  телами  и  приложены  к  участкам  поверхности  (снеговая  нагрузка,  давление  газа  в  цилиндре  двигателя). Внешние  силы  часто  называют  внешней  нагрузкой.  

Все  реальные  элементы  конструкций  и  машин  под  действием  на  них  внешних  сил  изменяют  форму  и  размеры  -  деформируются.  Способность  деформироваться  -  одно  из  основных  свойств  всех  твердых  тел.  Приложение  внешних  сил  нарушает  нормальное  расстояние  между  молекулами  и  тело  деформируется

Внутренние  силы  -  силы  взаимодействия  между  соседними  частицами  тела.  Эти  силы  стремятся сохранить  тело  как  единое  целое,  то  есть противодействуют внешним  силам  и  деформации. Внутренние  силы  часто  называют  внутренними  усилиями  или  внутренними  силовыми  факторами.

При  малых  величинах  внешних  сил  твердое  тело  после  разгрузки  обычно  восстанавливает  свои  первоначальные  размеры.  Устранение  деформаций  после  прекращения  действия  внешних  сил  называется  упругостью.  Если  тело  после  снятия  нагрузки  полностью  восстанавливает  свою  первоначальную  форму  и  размеры,  его  называют  абсолютно  упругим,  а  исчезающие  после  снятия  нагрузки  деформации  -  упругими  деформациями.  

Опыты  показывают,  что  упругая  деформация  наблюдается,  пока  величина  действующих  на  тело  сил  не  превысит  определенного  для  каждого  тела  предела;  при  действии  большей  нагрузки  тело,  наряду  с  упругой,  получает  остаточную  деформацию.  При  проектировании  размеры  конструкций  назначают  таким  образом,  чтобы  возникновение  остаточных  деформаций  было  исключено. 

2. Реальный  объект  и  расчетная  схема.

В  сопротивлении  материалов  исследование  реального  объекта  начинается  с  выбора  расчетной  схемы.  Реальный  объект,  освобожденный  от  несущественных  особенностей,  называется  расчетной  схемой.

 Типы  расчетных  схем:
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 1.
	    
[image: image2.wmf]
	Стержень (брус) -  тело,  длина  которого  значительно  превышает  поперечные  размеры;

	 2.
	  
[image: image3.wmf]    


	Пластинки  или  оболочки  -  тело,  у  которого  один  размер  (толщина)  мал  по  сравнению  с  двумя  другими.

	 3.
	          
[image: image4.wmf]
	Массивные  тела,  у  которых  все  три  размера  одного  порядка.


3. Основные  допущения  и  гипотезы,  принятые  в  

сопротивлении  материалов.

Для  упрощения  расчетов  элементов  конструкций  на  прочность,  жесткость  и  устойчивость  приходится  прибегать  к  некоторым  допущениям  и  гипотезам  о  свойствах  материалов  и  характере  деформаций.

Основные  допущения  о  свойствах  материалов:

1.  Все  тела  предполагаются  абсолютно  упругими.

2.  Материал,  из  которого    изготавливают   конструкции,   считают  однородным.  Это значит,  что   любые,   сколь   угодно    малые    его    частицы    имеют     одинаковые  свойства.

3.  Все   тела   по   своему   строению   предполагаются   сплошными,  не  имеющими  во  внутренней  структуре  трещин  или  других  дефектов.

4. Материалы  рассматриваются  как  изотропные,  то  есть  обладающие  одинаковыми  физико-механическими свойствами в разных направлениях.

Основные  допущения  о  характере  деформаций:

1.  Перемещения,    возникающие    в    упругих    телах    под   действием  внешних  сил, очень  малы  по  сравнению  с  размерами  рассматриваемых  элементов.

2.  Перемещения   точек   упругого    тела  прямо   пропорциональны   действующим  нагрузкам.  Элементы  и  конструкции,  подчиняющиеся  этому  допущению,  называют  линейно-деформируемыми.

3.  Внешние  силы   действуют   независимо  друг   от  друга.   Это  положение  известно  под  названием  принципа  независимости   действия  сил,  согласно  которому   перемещения  и   внутренние  усилия,  возникающие  в  телах,  считаются   независимыми  от  порядка  приложения  внешних  сил.

4. Метод  сечений.

Внутренние  силы  определяют,  используя  метод  сечений.  Суть  этого  метода  заключается  в  том,  что  внешние  силы,  приложенные  к  отсеченной  части  тела,  уравновешиваются  внутренними  силами,  возникающими  в  плоскости  сечений  и  заменяющими  действие  отброшенной  части  на  оставшуюся.

	[image: image1.wmf]
[image: image5.wmf]
	
[image: image6.wmf]


Стержень,  находящийся  в  равновесии  под  действием  внешних  сил  
[image: image7.wmf]i

P

,  рассечем  на  две  части  (рис. 1).  В  сечении  возникают  внутренние  силы,  уравновешивающие  внешние  силы,  приложенные  к  оставшейся  части.  Это  позволяет  применить  к  любой  части  тела  
[image: image8.wmf]1

  или  
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  условия  равновесия,  дающие  в  общем  случае  пространственной  системы  сил  
[image: image10.wmf]6

  уравнений  равновесия:
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Эти  уравнения  позволяют  отыскать  составляющие  главного  вектора  и  главного  момента  внутренних  сил.  При  действии  пространственной  системы  сил  из  уравнений  равновесия  можно  найти  возникающие  в  поперечном  сечении  три  составляющие  главного  вектора  внутренних  сил:  
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  и  три  составляющие  главного  момента:  
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 (рис. 2).  


Эти  силы  и  моменты  являются  внутренними  силовыми  факторами  и  называются:

-  
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 - продольная  сила;

-  
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 -  поперечные  силы;

-  
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, 
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 - изгибающие  моменты;

-  
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 - крутящий  момент.

5. Понятие  о  напряжении.  Предельное  и  допускаемое

напряжения. Запас  прочности.

[image: image1811.wmf]
Внутренние  силы  действуют  непрерывно  по  всему  сечению.  Величина  внутренних  сил,  приходящихся  на  единицу  площади  сечения  
[image: image30.wmf]abcd

,  у  какой-либо  его  точки  
[image: image31.wmf]K

  называется  напряжением  в  точке  
[image: image32.wmf]K

  по  сечению  
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 (рис. 3).   

Пусть  в  точке  
[image: image34.wmf]K

  какого-либо  сечения  тела  по  некоторой  малой  площадке 
[image: image35.wmf]dA

  действует  сила  
[image: image36.wmf]R

  под  некоторым  углом  к  площадке (рис. 4).


[image: image1812.wmf]Поделив  эту  силу  
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   на  площадь  
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,  найдем  возникающее  в  точке 
[image: image39.wmf]K

  напряжение:
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Разложим  полное  напряжение  
[image: image41.wmf]p

  на  составляющие:  по  нормали  к  площадке 
[image: image42.wmf]dA

  и  по  касательной к  ней.  Составляющую  напряжения  по  нормали  называют  нормальным  напряжением  и  обозначают  
[image: image43.wmf]s

;  составляющую  по  касательной  называют  касательным  напряжением  и  обозначают  
[image: image44.wmf]t

.

Напряжение,  при  котором  происходит  разрушение  материала  или  возникают  заметные  остаточные  деформации,  называют  предельным  и  обозначают  
[image: image45.wmf]пред
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 , 
[image: image46.wmf]пред

t

.  Эти  напряжения  определяют  опытным  путем.  Во  избежание  разрушения  элементов  конструкций,  возникающие  в  них  напряжения  
[image: image47.wmf]s

,  
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  не  должны  превышать  допускаемых  напряжений,  которые  обозначают  
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.  Допускаемые  напряжения  -  это  максимальные  значения  напряжений,  обеспечивающие  безопасную  работу  материала.  
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где  
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  -  коэффициент  запаса  прочности,  показывающий,  во  сколько  раз  допускаемое  напряжение  должно  быть  меньше  предельного.  Коэффициент  запаса  прочности  зависит  от  свойств  материала,  характера  действующих  нагрузок,  точности  применяемого  метода  расчета  и  условий  работы  элемента  конструкции.

6. Понятие  о  деформированном  состоянии  материала.
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           Для  определения  деформации  в  какой-либо  точке 
[image: image55.wmf]A

   проведем  в  недеформированном  теле  отрезок  
[image: image56.wmf]AB

,  имеющий  длину  
[image: image57.wmf]s

 (рис. 5).  После  деформации  точки  
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 и 
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  переместятся  и  займут  положения  соответственно  
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  и  
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,  а  расстояние  
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  между  ними  изменится  на  величину  
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.  Отношение    
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средней   относительной линейной  деформацией  отрезка  
[image: image65.wmf]AB

.  Приближая  точку  
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  к  точке  
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,  т.е.  уменьшая  длину  отрезка  
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,  в  пределе  получим
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 -  относительная  линейная  деформация  в  точке 
[image: image71.wmf]A

 по направлению 
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.  Если  расстояние  между  точками  
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 и 
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  увеличивается,  то  
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 называют  относительным  удлинением,  при  уменьшении  этого  расстояния  -  относительным  укорочением.

В  качестве  основных  принимают  направления,  параллельные  координатным  осям  и  относительные  линейные  деформации  обозначают   
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Для  полной  характеристики  деформации  в точке  вводят  угловые  деформации.

[image: image1814.wmf]Если  до  деформации  тела  из  точки  
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  провести  два  отрезка  
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  и  
[image: image79.wmf]AC

,  образующих  прямой  угол,  то  после  перемещения  точек  вследствие  деформации  тела  отрезки  займут  положения  
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,  а  угол  между  ними  изменится на  величину  
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 (рис. 6).  Приближая  точки  
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  и 
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  к  точке 
[image: image85.wmf]A

,  в  пределе  получим  изменение  первоначального  прямого  угла  на  величину   
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  называется  относительной  угловой  деформацией  в  точке  
[image: image88.wmf]A

  в  плоскости,  где  лежат  отрезки  
[image: image89.wmf]AB

  и  
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.  Обычно  относительные  угловые  деформации  определяют  в  трех  координатных  плоскостях  и  обозначают  
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Деформированное  состояние  в  точке  полностью  определяется  шестью  компонентами  деформации -  
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ  ХАРАКТЕРИСТИКИ  ПЛОСКИХ  СЕЧЕНИЙ

При  расчете  конструкций  на  некоторые  виды  деформаций  кроме  площади  поперечного  сечения   
[image: image93.wmf]A

  необходимо  знать  дополнительные  геометрические  характеристики:  статические  моменты  площади  относительно  осей
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;  осевые  моменты  инерции  
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;  центробежный  момент  инерции  
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  и  полярный  момент  инерции  
[image: image101.wmf]r
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1. Статические  моменты  площади.  Центр  тяжести.

Рассмотрим  произвольную  фигуру  (поперечное  сечение  детали)  в  координатных  осях  
[image: image102.wmf]X

,  
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 (рис. 7).  Выделим  элемент  площади  
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  с  координатами  
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Площадь  фигуры  может  быть  определена 
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называются  статическими  моментами  площади  фигуры  относительно  осей  
[image: image110.wmf]X

,  
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.  

Статические  моменты  измеряются  в  единицах  длины  в  кубе  (например,  
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[image: image1816.wmf]Если  известны  координаты  центра  тяжести  сечения  
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,  то  статические  моменты  определяются:      
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.                                Отсюда  координаты  центра  тяжести  сечения:     
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Оси,  проходящие  через  центр  тяжести  сечения  называются  центральными  осями.  Статические моменты 
[image: image119.wmf],
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относительно  центральных осей  равны  нулю.

Для  определения  статических  моментов  сложной  фигуры  ее  разбивают  на  простые  части,  для  каждой  из  которых  известна  площадь  
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 (рис. 8). Статический  момент  площади  всей  фигуры  относительно  данной  оси  определяется  как  сумма  статических  моментов  каждой  части:
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Отсюда  координаты  центра  тяжести  сложной  фигуры:
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[image: image1817.wmf]Пример1:

Определить   координаты  центра    тяжести    фигуры   (рис. 9).

Разбиваем  фигуру  на  два  прямоугольника.  
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2. Моменты  инерции  плоских  фигур.

Осевыми  моментами  инерции  площади  фигуры  называют  выражения
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Полярным  моментом  инерции  площади  фигуры  относительно  полюса  
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  называют  
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[image: image1818.wmf]Если  через  полюс  проведена  система  взаимно  перпендикулярных  осей  
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то  есть  полярный  момент  инерции  относительно  полюса  
[image: image141.wmf]O

  равен  сумме  осевых  моментов  инерции  относительно  осей,  проходящих  через  полюс.

Отметим,  что  величины осевых и  полярных  моментов  инерции  положительны.

Центробежным  моментом  инерции  называют  
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Центробежный  момент  инерции  может  быть  положительным,  отрицательным  и  равным  нулю.

Оси,  относительно  которых  центробежный  момент  инерции  равен  нулю,  называют  главными  осями.  Две  взаимно  перпендикулярные  оси,  одна  из  которых  является  осью  симметрии  фигуры,  называются  главными  осями.  Главные  оси,  проходящие  через  центр  тяжести  сечения,  называются  главными  центральными  осями.

[image: image1819.wmf]Вычислим  моменты  инерции  прямоугольника  относительно  центральных  осей,  параллельных  его  сторонам (рис. 11).

Выделим  элементарную  площадку  
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 в  виде  узкого  прямоугольника,  параллельного оси 
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Аналогично,  если  выделить  элементарную  вертикальную  полоску  шириной  
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,  получим: 
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[image: image1820.wmf]Вычислим  полярный  момент  инерции  круга  относительно  его  центра,  а  также  момент  инерции  относительно  центральной  оси.

При  вычислении  полярного  момента  инерции  выделим  элементарную  полоску  в  виде  тонкого  кольца  толщиной   
[image: image151.wmf]r
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 (рис. 12).   Площадь  такого  элемента  равна
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Ввиду  малости  слагаемым   
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Полярный  момент  инерции
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В  силу  симметрии  фигуры  
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3. Моменты  инерции  сложных  сечений.

В  расчетной  практике  часто  приходится  вычислять  моменты  инерции  сложных  сечений.  Для  прокатных  профилей  (рис. 13) геометрические  характеристики  сведены  в  таблицы,  которые  называются  сортаментом  прокатной  стали.
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Пусть  требуется  определить  моменты  инерции  сложной  фигуры  относительно  осей   
[image: image162.wmf]X

,  
[image: image163.wmf]Y

 (рис. 14). При  вычислении  моментов  инерции  сложных  сечений  их  нужно  разбить  на  простые  части,  моменты  инерции  которых известны.

[image: image1822.wmf] Из  основного  свойства  интеграла  суммы  следует,  что  момент  инерции  сложной  фигуры  равен  сумме  моментов  инерции  составных  ее  частей.
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Если  в  сечении  имеется  отверстие (рис. 15),  то  его  удобно  считать  фигурой  с  отрицательной  площадью.
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4. Моменты  инерции  относительно  параллельных  осей.
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[image: image1824.wmf]Пусть  известны  моменты  инерции  фигуры  относительно  осей  
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Требуется  определить  моменты  инерции  относительно  осей 
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Координаты   любой   точки  в  новой  системе   
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Подставим  эти  значения  в  формулы  для  моментов  инерции  и  проинтегрируем  почленно:
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Интегралы  
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  как  статические  моменты  относительно  центральных  осей  и  формулы  преобразования  моментов  инерции  относительно  параллельных  осей  принимают  вид:
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Момент  инерции  фигуры  относительно  любой  оси  равен  моменту  инерции  относительно  центральной  оси,  параллельной  данной,  плюс  произведение  площади  фигуры  на  квадрат  расстояния  между  этими  осями.

Центробежный  момент  инерции  относительно  любой  системы  прямоугольных  осей  равен  центробежному  моменту  относительно  системы  центральных  осей,  параллельных  данным,  плюс  произведение  площади  фигуры  на  координаты  ее  центра  тяжести  в  новых  осях.
5. Зависимости  моментов  инерции  при  повороте

координатных  осей.

[image: image1825.wmf]Пусть  известны  моменты  инерции  произвольной  фигуры (рис. 17) относительно  осей  
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Повернем  оси   
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  на  угол  
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  против  часовой  стрелки,  считая  угол  поворота  осей  в  этом  направлении  положительным.

Найдем  моменты  инерции  сечения  относительно  повернутых  осей  
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Координаты  произвольной  элементарной  площадки  в  новых  осях:
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Подставим  эти  выражения  в  формулы  для  моментов  инерции  и  проинтегрируем  почленно:
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Итак,
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Формулы,  полученные  при  повороте  любой  системы  прямоугольных  осей,  справедливы  и  для  центральных  осей.
Складывая почленно,  получим: 
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При  повороте  прямоугольных  осей  сумма  моментов  инерции  не  меняется  и  равна  полярному  моменту  инерции  относительно  начала  координат.

6. Определение  направления  главных  осей. 

 Главные  моменты  инерции.

Наибольшее  практическое  значение  имеют  главные  центральные  оси,  центробежный  момент  инерции  относительно  которых  равен  нулю.  Обозначим  такие  оси  
[image: image221.wmf]0

X

,
[image: image222.wmf]0
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.  Следовательно,
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Если  фигура  имеет  ось  симметрии,  то  эта  ось  и  другая,  перпендикулярная  к  ней,  проходящая  через  центр  тяжести  фигуры,  являются  главными  центральными  осями. 

[image: image1826.wmf]-

Чтобы  определить  положение  главных  центральных  осей  несимметричной  фигуры,  повернем  произвольную  начальную  систему  центральных  осей  
[image: image224.wmf]X

, 
[image: image225.wmf]Y

 (рис. 18) на  некоторый  угол  
[image: image226.wmf]0
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,  при  котором  центробежный  момент  инерции  становится  равным  нулю.
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Используя  формулу  преобразования  центробежного  момента  инерции  при  повороте  осей,  получим:

[image: image1827.wmf]         

 силовая  плоскость
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Откуда
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Если   
[image: image233.wmf]0
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,  то  поворот  осуществляется  против  часовой  стрелки.

Значения  главных  моментов  инерции  можно  получить  из  общих  формул  перехода  к  повернутым  осям,  приняв  
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ПОСТРОЕНИЕ  ЭПЮР  ВНУТРЕННИХ  СИЛОВЫХ  ФАКТОРОВ

Графики,  показывающие,  как  изменяются  внутренние  усилия  при  переходе  от  сечения  к  сечению,  называют  эпюрами.  

1. Построение  эпюр  продольных  сил  при  растяжении  (сжатии).

Растяжение  или  сжатие  стержня  вызывается  силами,  действующими  вдоль  его  оси.  В  этом  случае  в  поперечных  сечениях  возникает  один  внутренний  силовой  фактор  -  продольная  сила  
[image: image239.wmf]N

.  Для  определения  внутренней  продольной  силы  используют  метод  сечений.

	
[image: image240.wmf]
	Определим  продольную  силу  
[image: image241.wmf]N

 в  сечении  
[image: image242.wmf]1

1

-

.  Рассечем  стержень  этим  сечением  и  отбросим  одну  из  частей.  Действие  отброшенной  части  заменим  внутренней  продольной  силой  
[image: image243.wmf]N

.  Запишем  уравнение  равновесия  для  оставшейся  части: 
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   В  случае  растяжения  продольная  сила  считается  положительной  и  направлена  от  сечения.

Пример: Для стержня показанного на рис. 20 построить  эпюру  продольных  сил  
[image: image248.wmf]N

.

1.  Определяем  опорную  реакцию  в  заделке:
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[image: image251.wmf].
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2. Разбиваем стержень  на  участки.  Границами  участков  являются  точки  приложения  внешних  сил.

3.  Используя  метод  сечений,  определяем  продольную  силу  на  каждом  участке.  Продольную  силу  на  каждом  участке  будем  направлять  от  сечения,  предполагая,  что  она  вызывает  растяжение.

1  уч-к: 
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2  уч-к: 
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3  уч-к: 
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Рассмотрим  проверку  определения  продольной  силы,  например,  на 

 3 -м  участке,  рассматривая  стержень  слева  от  сечения.

3  уч-к (слева):
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Таким  образом,  можно  рассматривать  стержень  с  любой  стороны  от  сечения.  

4.  Строим  эпюру  продольных  сил  
[image: image263.wmf]N

.  

5.  Проверяем  эпюру  по  скачкам  и  характеру  линий  (из  практики).

На  основе  метода  сечений  можно  сформулировать  правило  построения  эпюры  
[image: image264.wmf]N

  по  характерным  точкам:

Продольная  сила  
[image: image265.wmf]N

  в  сечении  равна  алгебраической  сумме  внешних  сил,  действующих  по  одну  сторону  от  сечения.  Если  внешняя  сила  направлена  от  сечения,  то  она  вызывает  растяжение  и  дает  положительное  слагаемое  в  выражении  для  внутренней  продольной  силы  
[image: image266.wmf]N

.

2. Построение  эпюр  крутящих  моментов.

Если  внешняя  нагрузка  на  стержень  состоит  только  из  моментов,  плоскости  которых  перпендикулярны  к  его  оси, то  имеет  место  деформация  кручения (рис. 21). 

	
[image: image267.wmf]
	Брус,  работающий  на  кручение,  называется  валом.  В  этом  случае  в  поперечных  сечениях  возникает  внутренний  силовой  фактор  -  крутящий  момент  
[image: image268.wmf]к

M

.


[image: image1830.wmf]+

                                На  практике  часто  бывают                        заданы  не   моменты  
[image: image269.wmf]M

,  приложенные  к  дискам,  шкивам  или  зубчатым  колесам,  а  передаваемые  на  них  или  снимаемые  с  них  мощности  
[image: image270.wmf]N
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  и  частота  вращения  вала  
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.  Между  этими  величинами  существует  зависимость:   
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.  Если  задана  угловая  скорость  вращения  вала  
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На  основе  метода  сечений  можно  сформулировать  правило  построения  эпюр  внутренних  крутящих  моментов  
[image: image280.wmf]к

M

.

Крутящий  момент  
[image: image281.wmf]к

M

  в  сечении  равен  алгебраической  сумме  внешних скручивающих  моментов  
[image: image282.wmf]M

,  действующих  по  одну  сторону  от  сечения.  Если  при  взгляде  на  вал  со  свободного  торца  внешний  момент   стремится  повернуть  сечение  против  часовой  стрелки,  то  он  дает  положительное  слагаемое  в  выражении  для  внутреннего  крутящего  момента  
[image: image283.wmf]к

M

.

Эпюры  крутящих  моментов  строятся  аналогично  эпюрам  продольных  сил.  Правила  проверки  построения  эпюр  
[image: image284.wmf]к

M

  аналогичны  правилам  проверки  эпюр  
[image: image285.wmf]N

.

3. Понятие  о  плоском  поперечном  изгибе.  Балки  и  их  опоры.
[image: image1831.wmf]m

Плоским  поперечным  изгибом  называется  вид  деформации,  когда  все  нагрузки,  перпендикулярные  к  продольной  оси  стержня,  лежат  в  одной  плоскости,  совпадающей  с  одной  из  главных  осей  его  поперечного  сечения (рис. 22).  

Эта  плоскость  называется   силовой   плоскостью.   Стержень,  работающий  на  изгиб,  называется  балкой.  

Балки  имеют  опорные  устройства  -  опоры.  Существуют  три  типа  опор: 

	1.
	   
[image: image286.wmf] 
	Шарнирно-подвижная  опора.  Возникает  одна  составляющая  опорной  реакции  
[image: image287.wmf]a

R

.

	2.
	
[image: image288.wmf]
	Шарнирно-неподвижная  опора.  Возникает  две  составляющие  опорной  реакции:  вертикальная  -
[image: image289.wmf]a

R

 и  горизонтальная  -  
[image: image290.wmf]a

H

.

	3.
	
[image: image291.wmf]
	Жесткое  защемление  (заделка).  Возникает  три  составляющие  опорной  реакции: вертикальная  -
[image: image292.wmf]a

R

,  горизонтальная  -  
[image: image293.wmf]a

H

  и  опорный  момент  
[image: image294.wmf]a

m

.  


Типы  балок:

	
[image: image295.wmf]
	Двухопорная  балка.  Расстояние  между  опорами  называется  пролетом.


	
[image: image296.wmf]
        
	Консолью  называется  балка,  защемленная  одним  концом  и  не  имеющая  других  опор  или  часть  балки,  свешивающаяся  за  опоры. 

	
[image: image297.wmf]


4. Построение  эпюр  при  плоском  изгибе.

В  случае  плоского  поперечного  изгиба  в  поперечных  сечениях  возникает  два  внутренних  силовых  фактора  -  поперечная  сила  
[image: image298.wmf]Q

  и  изгибающий  момент  
[image: image299.wmf]M

.

Поперечная  сила  в  сечении  равна  сумме  проекций  внешних  нагрузок,  действующих  на  отсеченную  часть  балки,  на  вертикальную  ось.  Если  внешняя  нагрузка  стремится  повернуть  балку  относительно  рассматриваемого  сечения  по  часовой  стрелке,  то  она  дает  положительное  слагаемое  в  выражении  для  
[image: image300.wmf]Q

 (рис. 23).

[image: image1832.wmf]Изгибающий  момент  в  сечении  равен  сумме  моментов  внешних  нагрузок,  действующих  на  отсеченную  часть  балки,  относительно  рассматриваемого  сечения.  Если  внешняя  нагрузка  создает  относительно  рассматриваемого  сечения  момент,  вызывающий  сжатие  верхних  волокон,  то  она  дает  положительное  слагаемое  в  выражении  для  
[image: image301.wmf]M

 (рис. 23).  

Пример 1.  Построить  эпюры  
[image: image302.wmf]Q

 и  
[image: image303.wmf]M

 в балке  (рис. 24).

	[image: image1833.wmf]
[image: image304.wmf]+


	Балка  имеет  один  участок.  Записываем  выражения  для  
[image: image305.wmf]Q

 и  
[image: image306.wmf]M

  в  произвольном  сечении  с  абсциссой  
[image: image307.wmf]z

:
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Поперечная  сила  
[image: image310.wmf]Q

 постоянна  в  любом  сечении,  таким  образом,  эпюра  
[image: image311.wmf]Q

  имеет  вид  прямоугольника.  Функция  
[image: image312.wmf](
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 линейна,  для  построения  ее  графика  достаточно  получить  две  точки  -  в  начале  и  конце  участка:

при    
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Пример 2.  Построить  эпюры  
[image: image317.wmf]Q

 и  
[image: image318.wmf]M

 в балке  (рис. 25).

	[image: image1834.wmf]
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	Балка  имеет  один  участок.  Записываем  выражения  для  
[image: image320.wmf]Q

 и  
[image: image321.wmf]M

  в  произвольном  сечении  с  абсциссой  
[image: image322.wmf]z
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Следовательно,  поперечная  сила  
[image: image325.wmf](
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 изменяется  по  линейному  закону,  а  изгибающий  момент 
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 -  по  параболическому.  Для  построения  эпюры  
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  вычисляем  ординаты  в  двух  точках:
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  и  проводим  прямую.


Учитывая,  что  эпюра  
[image: image332.wmf]M

  криволинейна,  для  ее  построения  вычисляем  ординаты  в  трех  сечениях:
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  и  проводим  кривую  через  полученные  три  точки.
[image: image1835.wmf]Пример 3.  Построить  эпюры  
[image: image339.wmf]Q

 и  
[image: image340.wmf]M

 в балке  (рис. 26).

 Определяем  опорные  реакции.  Для  этого  записываем  уравнения  статики:
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Выполняем  проверку   
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  (верно).

 В  балке, загруженной  симметричной  нагрузкой,  каждая  опорная  реакция  равна  половине  равнодействующей  приложенной  нагрузки.
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Записываем  выражения  для  
[image: image353.wmf]Q

 и  
[image: image354.wmf]M

  в  произвольном  сечении  с  абсциссой  
[image: image355.wmf]z
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Очевидно,  что  эпюра  
[image: image358.wmf]Q

  прямолинейна,  а  эпюра  
[image: image359.wmf]M

 -  парабола.   Вычисляем:
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Для  вычисления  экстремума  на  эпюре  
[image: image364.wmf]M

,  приравниваем  к  нулю  производную  от  изгибающего  момента  
[image: image365.wmf](
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  по  абсциссе  
[image: image366.wmf]z

  сечения:
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Следовательно,  в  сечении    
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  имеем  максимальное  значение  момента                          
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В  балке,  загруженной  симметричной  нагрузкой,  эпюра 
[image: image371.wmf]M

 симметрична,  эпюра 
[image: image372.wmf]Q

 -  кососимметрична.

Пример 4.  Построить  эпюры  
[image: image373.wmf]Q

 и  
[image: image374.wmf]M

 в балке  (рис. 27).

[image: image1836.wmf]Определяем  опорные  реакции:


[image: image375.wmf](

)

0

=

å

A

mom

 


[image: image376.wmf]0

=

×

+

-

a

P

l

R

b

,

[image: image377.wmf]l

a

P

R

b

×

=

.


[image: image378.wmf](

)

0

=

å

B

mom



[image: image379.wmf]0

=

×

-

b

P

l

R

a

, 
[image: image380.wmf]l

b

P

R

a

×

=

.

Выполняем  проверку
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На  балке  имеем  два  участка,  т.к.  точка  приложения  силы  является  границей  участков.

Записываем  выражения  для  
[image: image384.wmf]Q

 и  
[image: image385.wmf]M

  в  произвольном  сечении  с  абсциссой  
[image: image386.wmf]z

:

1 - й  участок:  
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Вычисляем  ординаты  эпюры  
[image: image390.wmf]M

 на  границах  участка:
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2 - й  участок:  
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Вычисляем  ординаты  эпюры  
[image: image398.wmf]M

 на  границах  участка:

При 
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Следовательно,  при    
[image: image403.wmf]a
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  функция  
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 терпит  разрыв,  и  на  эпюре  
[image: image405.wmf]Q

 получается  скачок,  равный  по  величине  внешней  силе  
[image: image406.wmf]P

 в  этом  сечении:
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а  на  эпюре  
[image: image408.wmf]M

  имеет  место  перелом.

Пример 5.  Построить  эпюры  
[image: image409.wmf]Q

 и  
[image: image410.wmf]M

 в балке (рис. 28).

[image: image1837.wmf]
Находим опорные реакции, направив их вверх:
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Меняем  направление  
[image: image417.wmf]a
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  на  обратное.

Выполняем  проверку  
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На  балке  имеем  два  участка,  т.к.  точка  приложения  сосредоточенного  момента  является  границей  участка.

Записываем  выражения  для  
[image: image421.wmf]Q

 и  
[image: image422.wmf]M

  в  произвольном  сечении  с  абсциссой  
[image: image423.wmf]z
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1 - й  участок:  
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Вычисляем  ординаты  эпюры  
[image: image427.wmf]M

 на  границах  участка:

при  
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2 - й  участок:  
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Вычисляем  ординаты  эпюры  
[image: image435.wmf]M

 на  границах  участка:

при  
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Следовательно,  при    
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  функция  
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)

z

M

 терпит  разрыв,  и  на  эпюре  
[image: image442.wmf]M

 получается  скачок,  равный  по  величине  сосредоточенному  моменту в  этом  сечении:
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а  на  эпюре  
[image: image444.wmf]Q

  изменений  нет.

Пример 6.  Построить  эпюры  
[image: image445.wmf]Q

 и  
[image: image446.wmf]M

 в балке (рис. 29).
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Находим  опорные  реакции:
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Тогда  для  произвольного  сечения,  находящегося  на  расстоянии  
[image: image453.wmf]z

 от  левой  опоры:
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То  есть,  в  любом  сечении  
[image: image456.wmf]0
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,  а  изгибающий  момент  постоянен.  Такой  случай  называется  чистым  изгибом.  

5. Дифференциальные  зависимости  при  изгибе. 

Рассмотрим  балку  с  произвольной  нагрузкой (рис. 30).  Распределенную  нагрузку  
[image: image457.wmf]q

 будем  считать  положительной,  если  она  направлена  вверх  (т.к.  в  этом  случае  она  сжимает  верхние  волокна  и  дает  положительное  слагаемое  в  выражении  для  изгибающего  момента. 

[image: image1839.wmf][image: image1840.wmf]Выделим  на  участке,  где  нет  сосредоточенных  сил  и  моментов,  элемент балки 
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  длиной 
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.  Он  находится  в  равновесии  под  действием внешней  нагрузки  
[image: image460.wmf]q

, поперечных  сил  и  изгибающих  моментов  в  сечениях  
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 и  
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.  В  сечении  
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  имеем  
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,  а  в  сечении 
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 (рис. 31).

Запишем  условия  равновесия  выделенного  элемента:


[image: image469.wmf]å

=

0

Y



[image: image470.wmf](
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Пренебрегая  членом  
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  как  бесконечно  малым,  получим:  
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Из  формул  (1)  и  (2)  следует,  что 
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Формулы  (1) - (3) называются  дифференциальными  зависимостями  при  изгибе.

Некоторые  особенности  эпюр  Q  и  М.

1.  На  участке  балки,  свободной  от  равномерно  распределенной  нагрузки  
[image: image478.wmf]q

,  эпюра  
[image: image479.wmf]Q

 -  прямая,  параллельная  оси  балки,  эпюра  
[image: image480.wmf]M

 -  наклонная  прямая.

2.  На  участке,  где  действует  распределенная  нагрузка  
[image: image481.wmf]q

,  эпюра  
[image: image482.wmf]Q

 -  наклонная  прямая, эпюра  
[image: image483.wmf]M

 -  парабола,  выпуклость  которой  направлена  в  сторону,  противоположную  интенсивности  распределенной  нагрузки  
[image: image484.wmf]q

 (зонтиком).

3.  В  сечении,  где  эпюра  
[image: image485.wmf]Q

  пересекает  ось  балки,  на  эпюре  
[image: image486.wmf]M

 -  экстремум.

4.  В  сечении,  где  приложена  сосредоточенная  сила  
[image: image487.wmf]P

,  на  эпюре  
[image: image488.wmf]Q

 -  скачок,  равный  по  величине  
[image: image489.wmf]P

,  на  эпюре  
[image: image490.wmf]M

 -  перелом.

5.  В  сечении,  где  приложен  сосредоточенный  момент  
[image: image491.wmf]m

,  на   эпюре  
[image: image492.wmf]Q

 -  никаких  изменений, на  эпюре  
[image: image493.wmf]M

 -  скачок,  равный  по  величине  
[image: image494.wmf]m

.

6.  На  участках,  где  
[image: image495.wmf]0

>

Q

,  эпюра  
[image: image496.wmf]M

 -  возрастает, где  
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,  эпюра  
[image: image498.wmf]M

 -  убывает.

7.  Эпюра  
[image: image499.wmf]Q

  представляет  собой  производную  от  эпюры 
[image: image500.wmf]M

,  следовательно,  эпюру  
[image: image501.wmf]M

  можно  проверить  по  площади  эпюры  
[image: image502.wmf]Q

.  

РАСТЯЖЕНИЕ  И  СЖАТИЕ

1. Напряжения  в  поперечных  сечениях

Растяжение  и  сжатие  стержня  вызывается  силами,  действующими  вдоль  его  оси.  В  поперечных  сечениях  возникает  один  внутренний  силовой  фактор  -  продольная  сила  
[image: image503.wmf]N

.

[image: image1842.wmf]Рассечем   стержень   произвольным     поперечным   сечением  1-1   (рис. 32). Рассмотрим  напряжения,  возникающие  в  поперечном  сечении  растянутого  стержня.  Продольная  сила  
[image: image504.wmf]N

 является  равнодействующей  внутренних  сил  в  сечении.  Интегральная  зависимость  между  нормальными  напряжениями  
[image: image505.wmf]s

  и  продольной  силой  
[image: image506.wmf]N
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Для  построения  теории  напряженного  состояния  стержня  при  растяжении  пользуются  следующей  системой  гипотез:

1.  При  растяжении  или  сжатии  стержня  осевыми  силами  поперечные  сечения,  достаточно  ударенные  от  точек  приложения  внешних  сил,  остаются  при  деформации  плоскими  и  перемещаются  поступательно  в  направлении  деформации  (гипотеза  плоских  сечений).

2.  Продольные  волокна  при  деформации  не  давят  друг  на  друга  (не  взаимодействуют).

На  основании  этих  гипотез  можно  сделать  вывод,  что  все  точки  какого-либо  сечения  находятся  в  равных  условиях,  и,  следовательно,  внутренние  силы  распределены  по  сечению  равномерно.  Тогда  нормальное  напряжение  для  всех  точек  будет  одним  и  тем  же:   
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Растягивающее  напряжение  считается  положительным, а  сжимающее отрицательным.

Касательные  напряжения  
[image: image510.wmf]t

  в  поперечных  сечениях  равны  нулю.

2. Напряжения  на  наклонных  площадках

Определим  напряжения  на  наклонных  площадках  при  растяжении - сжатии.
Площадка  проведена  под  углом  
[image: image511.wmf]a

  к  поперечному  сечению  стержня (рис. 33). Внешняя  нормаль   
[image: image512.wmf]a

n

 составляет  угол  
[image: image513.wmf]a

  с  его  продольной  осью.  Угол  
[image: image514.wmf]a

  положительный,  если  отсчитывается  против  часовой  стрелки.  На  наклонной  площадке  действует  полное  напряжение  
[image: image515.wmf]a

p

,  которое  можно  разложить  по  нормали  к  площадке  
[image: image516.wmf]a
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 и  по  касательной  к  ней  -  
[image: image517.wmf]a
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.  Рассмотрим  равновесие  нижней  части  стержня. 
[image: image1843.wmf]Продольная  сила  
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  в  сечении  является  равнодействующей  полных  напряжений  
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.  Площадь  наклонного  сечения  
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Проецируя  полное  напряжение  
[image: image523.wmf]a

p

  на  нормаль  
[image: image524.wmf]a
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 и  на  плоскость  сечения,  получим  выражения  для нормальных  и касательных  напряжений  на наклонной  площадке:
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Из  этих  формул  следует,  что  при  
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Рассмотрим  касательные  напряжения  на  двух  взаимно  перпендикулярных  площадках (рис. 34).

[image: image1844.wmf]Из  формулы  для  касательных  напряжений  на  наклонной  площадке  имеем:
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Следовательно,  на  двух взаимно перпендикулярных  площадках   значения   касательных  напряжений    равны   по абсолютной  величине.  Это условие  называется  законом   парности  касательных  напряжений.

3. Деформации  при  растяжении  и  сжатии.  Закон  Гука.

[image: image1845.wmf]До  нагружения  стержня  его  длина  была  равна  
[image: image536.wmf]l

,  а  после  нагружения  -  
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 (рис. 35).  Величина  
[image: image538.wmf]l
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  называется  абсолютной  деформацией.  При  растяжении  
[image: image539.wmf]0
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  и  называется  абсолютным  удлинением,  при  сжатии  
[image: image540.wmf]0
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  и  называется  абсолютным  укорочением. Отношение  абсолютной  деформации  к  первоначальной  длине  стержня  называется  относительной  деформацией:   
[image: image541.wmf]l
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   (безразмерная  величина).

Удлинение  стержня  в  осевом  направлении  сопровождается  уменьшением  его  поперечных  размеров.  Таким  образом,  при  растяжении  возникает  не  только  продольная,  но  и  поперечная  деформация:  
[image: image542.wmf]a
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.  Экспериментально  установлено,  что  отношение  поперечной  деформации  к  продольной  -  постоянная  величина  для  данного  материала.  Это  отношение  называется  коэффициентом  Пуассона. 
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Учитывая,  что  продольная  и  поперечная  деформации  имеют  всегда  разные  знаки,  имеем:      
[image: image545.wmf]e
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В  пределах  малых  удлинений  для  большинства  конструкционных  материалов  существует  прямо  пропорциональная  зависимость  между  нормальными  напряжениями,  возникающими  в  поперечных  сечениях,  и относительной продольной деформацией   
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которая  называется   законом  Гука.  Величина  
[image: image547.wmf]E

 - коэффициент  пропорциональности,  который  называется   модуль  продольной  упругости.  Модуль  упругости  является  физической  константой  материала  и  определяется  экспериментально.  Единицы  измерения  те  же,  что  и  единицы  измерения  напряжений  
[image: image548.wmf][
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Найдем  зависимость  между  абсолютной  деформацией  
[image: image553.wmf]l
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  и  величиной  внутренней  продольной  силы  
[image: image554.wmf]N

.  Подставив  в  выражение  закона  Гука 
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 Это  выражение  называется  законом  Гука  для  абсолютной  деформации.

Выражение  
[image: image558.wmf]A
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  называется  жесткостью  при  растяжении  и  сжатии. 

4. Условие  прочности  при  растяжении.  Типы  задач.

Основная  задача  сопротивления  материалов  -  обеспечить  надежные  размеры  детали  при  действии  на  нее  различных  нагрузок.  Такие  размеры  можно  определить  из  расчета  на  прочность.  Прочность  стержня  при  осевом  растяжении  обеспечена,  если  для  каждого  его  поперечного  сечения  выполняется  условие  прочности:
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[image: image560.wmf]N

 -  абсолютное  значение  продольной  силы;  
[image: image561.wmf]A

 -  площадь  поперечного  сечения; 
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 -   допускаемое  напряжение  при  растяжении  или  сжатии  для  материала  стержня.
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  -  коэффициент  запаса.  Для  пластичных  материалов  предельным  напряжением  является  предел  текучести  
[image: image565.wmf]Т
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,  а  для  хрупких  материалов  -  предел  прочности  
[image: image566.wmf]в
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.

Условие  прочности  при  растяжении  или  сжатии  заключается  в  том,  что  наибольшее  расчетное  напряжение  в  элементе  конструкции  не  должно  превосходить  допускаемого  напряжения.

С  использованием  условия  прочности  выполняются  три  вида  расчетов:

1.  Проверочный  расчет  (проверка  прочности).  При  заданных  нагрузках  и  площади  поперечного  сечения  
[image: image567.wmf]A

  определяют  расчетное  напряжение  и  сравнивают  его  с  допускаемым  
[image: image568.wmf][
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.  Превышение  расчетного  напряжения  по  сравнению  с  допускаемым  не  должно  превышать  5  %,  иначе  прочность  рассчитываемой  детали  считается  недостаточной.

2.  Проектировочный  расчет  (подбор  сечения).  По  известным  нагрузкам  и  допускаемому  напряжению  
[image: image569.wmf][
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  определяют  необходимые  размеры  поперечного  сечения
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3.  Определение  допускаемой  нагрузки.  По  известным  размерам  и  материалу детали  определяют  допускаемую  нагрузку       
[image: image571.wmf][
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5. Статически  неопределимые  конструкции.

Статически  неопределимыми  называются  такие  конструкции,  в  элементах  которых  при  помощи  только  одних  уравнений  статики  определить  усилия  невозможно.  Кроме  уравнений  статики  для  расчета  таких конструкций  необходимо  использовать  также  уравнения,  содержащие  деформации  элементов  конструкций.  Эти  уравнения  называются  уравнениями  совместности  деформаций.  

В  статически  неопределимых  конструкциях  число  неизвестных,  подлежащих  определению,  больше,  чем  число  уравнений  статики,  которые  можно  составить  для  данной  системы.  Разность  между  числом  неизвестных  и  числом  уравнений  статики  называется  степенью  статической  неопределимости.  

Последовательность  расчета  статически  неопределимых  систем  рассмотрим  на  примере:

Задание:  Прямой  однородный  стержень,  имеющий  постоянную  площадь  поперечного  сечения  
[image: image572.wmf]A

,   закреплен  по  концам  и  нагружен  силой  
[image: image573.wmf]P

 (рис. 36).  Построить  эпюры  продольных  сил  
[image: image574.wmf]N

,  нормальных   напряжений   
[image: image575.wmf]s

  и   продольных  перемещений точек  -  границ  участков  
[image: image576.wmf]d

.  Модуль  продольной  упругости  материала  
[image: image577.wmf]E

. 
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[image: image1846.wmf]1.  Находим  степень  статической  неопределимости:
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  (система  один  раз  статически  неопределима).

2.  Составляем  уравнение  статики:    
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3.  Разбиваем  брус  на  участки.  Границами  участков  являются  точки  приложения  сосредоточенных  сил,  сечения,  в  которых  изменяется  площадь.

4.  С  использованием  метода  сечений  выражаем  продольные  силы  на  участках  через  одну  опорную  реакцию.

1 - й  участок:       
[image: image582.wmf]å

=

0

Z

.    
[image: image583.wmf]0

1

=

-

N

R

a

.    
[image: image584.wmf]a

R

N

=

1

;
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5.  Составляем  уравнение  совместности  деформаций  участков  бруса.  Так  как  концы  бруса  жестко  защемлены,  то  его  общая  длина  не  изменяется, т.е.
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6.  Записываем  выражения  закона  Гука,  выражая  абсолютные  деформации  участков  через  усилия,  возникающие  в  поперечных  сечениях
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7.  Подставляем  выражения  закона  Гука  в  уравнение  совместности  деформаций
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8.  Определяем  продольные  силы  на  участках  и  строим  эпюру   
[image: image597.wmf]N
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9.  Определяем  нормальные  напряжения  и  строим  эпюру   

.
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10.  Определяем  перемещения  точек  -  границ  участков  и  строим  эпюру  
[image: image602.wmf]d

.  Для  этого  определяем  абсолютные  деформации  участков  по  закону  Гука.
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6. Монтажные  и   температурные  напряжения.

Свободная  сборка  статически  неопределимых  систем  возможна  лишь  при  точном  изготовлении  их  элементов.  В  противном  случае  сборку  необходимо осуществлять  с  приложением  усилий,  вызывающих  деформации  элементов.  Поэтому  в  них  после  монтажа  возникают  монтажные  напряжения. 

В  элементах  статически  неопределимых  систем  усилия  и  напряжения  возникают  также  при  изменении  температуры. В  этом  случае  напряжения  называются  температурными.
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	Линейная  температурная  деформация  
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где 
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 -  начальная  длина  стержня (рис 37);   
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 -  изменение  температуры;
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При  нагревании   
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 >  0;  при  охлаждении  
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Пример:
Задание:  Определить  напряжения  в  сечениях  каждого  из  участков  составного  стержня  (рис. 38)  при  его  нагревании  на  
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С.  Часть  1 - стальная,  часть  2  -  медная.  
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[image: image631.wmf]
	1.  Находим  полную  температурную  деформацию  стержня
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2.  Находим  степень  статической  неопределимости:
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1

2

=

-

=

n

  (система  один  раз  статически  неопределима).

3.  Составляем  уравнение  статики:    
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4.  С  использованием  метода  сечений  выражаем  продольные силы  на  участках  через  одну  опорную  реакцию.
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1 - й  участок:       
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 2 - й  участок:       
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5. Составляем  уравнение  совместности  деформаций  участков  бруса.  Так  как  концы  бруса  жестко  защемлены,  то  его  общая  длина  не  изменяется, т.е.


[image: image642.wmf]0

2

1

=

D

+

D

+

D

t

l

l

l

.

6.  Записываем  выражения  закона  Гука,  выражая  абсолютные  деформации  участков  через  усилия,  возникающие  в  поперечных  сечениях
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6.  Подставляем  выражения  закона  Гука  в  уравнение  совместности  деформаций
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Отсюда
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7.  Продольные  силы  на  участках:
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8.  Определяем  нормальные  напряжения:
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 Па  = - 120  МПа  (сжатие);
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 Па  =  - 60  МПа  (сжатие).

ОПЫТНОЕ  ИЗУЧЕНИЕ  МЕХАНИЧЕСКИХ  СВОЙСТВ  МАТЕРИАЛОВ

При  проектировании  и  расчетах деталей  машин  и  элементов  сооружений  на  прочность,  жесткость  и  устойчивость  необходимо  знать  свойства  материалов. 

 Основные  свойства  конструкционных  материалов  выявляются  в  процессе  опытов  с  образцами,  выполненными  из  этих  материалов.  Поэтому  материалы  испытывают  на  растяжение,  сжатие,  сдвиг,  кручение,  изгиб  и  твердость  (классификация  по  видам  деформации).  Количественные  характеристики  свойств  материалов,  устанавливаемые  в  результате  этих  механических  испытаний  называют  механическими  характеристиками.

По  характеру  приложения  внешних  сил  испытания  разделяются  на  статические,  динамические  (ударной  нагрузкой)  и  испытания  на  выносливость  (нагрузкой,  вызывающей  напряжения,  переменные  во  времени).

1. Опытное  изучение  свойств  материалов  при  одноосном  

растяжении.

Одним  из  основных  видов  испытаний  материалов  является  статическое  испытание  на  одноосное  растяжение.  Из  испытуемого  материала  изготавливают  специальные  образцы.  Чаще  всего  их  делают  цилиндрическими;  из  листового  материала  обычно  изготавливают  призматические  образцы.

[image: image1849.wmf]  В  цилиндрических   образцах   должно  быть  выдержано  соотношение  между  расчетной  длиной   образца    
[image: image652.wmf]0

l

  и   диаметром  
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В качестве  основных  применяют  образцы  с  диаметром  
[image: image656.wmf]10
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  мм;  при  этом  расчетная  длина  
[image: image657.wmf]100
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 мм.  Стандартные  призматические  образцы  прямоугольного  поперечного  сечения  имеют  ширину,  втрое  большую  толщины,  а  расчетную  длину  
[image: image658.wmf]0
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[image: image659.wmf]0

A

 -  площадь  поперечного  сечения.

Испытания  образцов  проводятся  на  разрывных  или  универсальных  испытательных  машинах  с  механическим  или  гидравлическим  силообразованием.  Испытательная  машина  снабжена  диаграммным  аппаратом,  который  в  процессе  испытания  вычерчивает  график  зависимости  между  осевой  силой  
[image: image660.wmf]P

,  растягивающей  образец,  и  соответствующим  удлинением  образца  
[image: image661.wmf]l

D

.  По  этим  данным  строят  диаграмму  растяжения.

2. Диаграмма  растяжения  стали  марки  сталь  3.
[image: image1850.wmf]-

+

Рассмотрим  характерные  участки  и  точки  диаграммы  растяжения  малоуглеродистой  стали,  а  также  соответствующие  им  стадии  деформирования  образца (рис. 40).

От  начала  нагружения  до  определенного  значения  растягивающей  силы  имеет  место  прямая  пропорциональная  зависимость  между  силой  и  удлинением  образца.  Эта  зависимость  выражается  на  диаграмме  прямой   
[image: image662.wmf]OA

.  На  этой  стадии  растяжения  справедлив  закон  Гука.  Обозначим  силу,  при  которой  закон  пропорциональности  прекращает  свое  действие,  через  
[image: image663.wmf]пц

P

.  Этому  значению  силы  на  диаграмме  соответствует  точка 
[image: image664.wmf]A

.  Напряжение,  вызванное  силой   
[image: image665.wmf]пц

P

,  называется  пределом  пропорциональности  и  вычисляется  по  формуле:  
[image: image666.wmf]0
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Пределом  пропорциональности  
[image: image667.wmf]пц

s

  называется  напряжение,  после  которого  нарушается  закон   Гука.   Для  стали  3  
[image: image668.wmf]пц

s

= 200 МПа.

Деформация  называется  упругой,  если  она  полностью  исчезает  после  разгрузки. Постепенно  повышая  нагрузку,  будем  проводить  полную  разгрузку  образца.  Пока  сила  
[image: image669.wmf]P

 не достигнет  определенной  величины,  вызванные  ею  деформации  будут  исчезать  при  разгрузке.  Процесс  разгружения  при  этом  изобразится  той  же  линией,  что  и  нагружение.  Обозначим  через  
[image: image670.wmf]y

P

  наибольшее  значение  силы,  при  котором  образец  еще  не  дает  при  разгрузке  остаточной  деформации.  Этому  значению  на  диаграмме  соответствует  точка  
[image: image671.wmf]B

,  а  упругой  стадии  растяжения  образца  -  участок  
[image: image672.wmf]OB

.

Наибольшее  напряжение,  до  которого  остаточная  деформация  образца  не  обнаруживается  при  разгрузке,  называется   пределом  упругости   
[image: image673.wmf]0
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.  Обычно  за  предел  упругости  принимают  напряжение,  при  котором  остаточная  деформация  достигает  0,001 - 0,005 %.  При  этом  предел  упругости  обозначается  через  
[image: image674.wmf]001
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 или  
[image: image675.wmf]005
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.  Для  стали 3  
[image: image676.wmf]у

s

 =  210  МПа.

Далее  кривая  плавно  поднимается  до  точки   
[image: image677.wmf]С

,  где  наблюдается  переход  к  горизонтальному  участку  
[image: image678.wmf]СD

,  называемому  площадкой  текучести.  На  этой  стадии  удлинение  образца  растет  при  постоянном  значении  растягивающей  силы,  обозначаемой  
[image: image679.wmf]Т

P

.  Такой  процесс деформации  называется  текучестью  материала.  

Пределом  текучести  называется  наименьшее  напряжение,  при  котором  деформация  образца  происходит  при  постоянном  растягивающем  усилии,  
[image: image680.wmf]0
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.  Для  стали  3  
[image: image681.wmf]=
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 240  МПа.  

После  стадии  текучести  материал  вновь  приобретает  способность  увеличивать  сопротивление  дальнейшей  деформации.  Этому  процессу  соответствует  восходящий  участок 
[image: image682.wmf]DE

 диаграммы,  называемый  участком  упрочнения.  Точка 
[image: image683.wmf]E

 соответствует  наибольшему  усилию   
[image: image684.wmf]max
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,  которое  может  воспринять  образец.  

Напряжение,  соответствующее  максимальной  силе  
[image: image685.wmf]max

P

,  называется  временным сопротивлением  или  пределом прочности 
[image: image686.wmf]0
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. Для  стали  3 
[image: image687.wmf]=
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 400   МПа. 

После  достижения  усилия 
[image: image688.wmf]max

P

деформация  происходит  на  небольшой  длине  образца.  Это  ведет  к  образованию  местного  сужения  в  виде  шейки  и  к  падению  силы   
[image: image689.wmf]P

,  не смотря  на  то,  что  напряжение  в  сечении  шейки  непрерывно  растет.  

Обозначив  через  
[image: image690.wmf]К
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  величину  растягивающей  силы  в  момент  разрыва,  получим   
[image: image691.wmf]0
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Если  в  процессе  растяжения  дойти  до  некоторой  точки  
[image: image692.wmf]M

,  напряжение  для  которой  выше  предела  упругости,  а  затем  начать  разгрузку,  то  линия  разгрузки  будет  выражаться  прямой 
[image: image693.wmf]MN

,  параллельной  начальному  участку  диаграммы   
[image: image694.wmf]OB

.  При  полном  снятии  нагрузки  в  образце  сохраняется  остаточная  деформация  
[image: image695.wmf]ост
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.  Полная  деформация  испытываемого  образца  состоит  из  двух  частей:
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[image: image697.wmf]упр
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  -  упругая  деформация,  исчезающая  после  снятия  нагрузки;


[image: image698.wmf]ост
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  -  остаточная  деформация.

После  испытания  образца  определяют  относительное  остаточное  удлинение  при  разрыве  
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и  относительное  остаточное  сужение  в  шейке
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где  
[image: image701.wmf]К

l

   и   
[image: image702.wmf]К
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  длина  образца  и  площадь  поперечного  сечения  в  шейке  после  разрыва.  Величины  
[image: image703.wmf]d

   и  
[image: image704.wmf]y

  являются  характеристиками  пластичности  материала. Для  стали  3  
[image: image705.wmf]d

=21 - 27 %;   
[image: image706.wmf]y

= 60 - 70 %.

[image: image1851.wmf]Разделив  нагрузку 
[image: image707.wmf]P

 на  начальную  площадь  поперечного  сечения  
[image: image708.wmf]0
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,  а  абсолютное  удлинение  
[image: image709.wmf]l

D

  на  расчетную  длину  образца  
[image: image710.wmf]0

l

,  получим  так  называемую  диаграмму  напряжений  в  координатах 
[image: image711.wmf]e
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 (рис. 41),  вид  которой  совпадает  с  диаграммой  растяжения.  Из  диаграммы  видно,  что  
[image: image712.wmf]E
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,  где 
[image: image713.wmf]E

 -  модуль  продольной  упругости   (модуль  упругости  первого  рода).

Если  в  ходе  испытания  измерять  поперечную  деформацию  
[image: image714.wmf]e

¢

  и  следить  за изменением  отношения   
[image: image715.wmf]e
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,  то  можно  обнаружить, что  в  зоне  малых  упругих  деформаций  это  отношение  останется  практически  постоянным.  Величину  
[image: image716.wmf]e
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  называют  коэффициентом  поперечной  деформации  или  коэффициентом  Пуассона.  Величины 
[image: image717.wmf]E

и 
[image: image718.wmf]m

  характеризуют  упругие  свойства  материалов,  поэтому  их  называют  упругими  постоянными.  Для  стали 3   
[image: image719.wmf]5
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[image: image720.wmf]3
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Нисходящий  участок  
[image: image721.wmf]EK

диаграммы  напряжений  носит  условный  характер,  поскольку  площадь  поперечного  сечения  образца  непрерывно  уменьшается  после  образования  шейки.  Деля  величину  силы  на  действительную  площадь  поперечного  сечения  образца  
[image: image722.wmf]i

A

,  можно  построить  истинную диаграмму  напряжений.  Истинное  сопротивление  в  момент  разрыва  определяется       
[image: image723.wmf]i
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3. Разгрузка  и  повторное  нагружение.  Наклеп.

Если  в  процессе  растяжения  дойти  до  некоторой  точки 
[image: image724.wmf]M

  на  диаграмме,  а  затем  начать  разгрузку,  то  зависимость  между  напряжением  и  продольной  деформацией  будет  выражаться  прямой  
[image: image725.wmf]MN

,  параллельной  упругому  участку  
[image: image726.wmf]OB

.  При  полном  снятии  нагрузки  в  образце сохраняется  остаточная  деформация  
[image: image727.wmf]ост
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 = 
[image: image728.wmf]ON

.  Полная  деформация  испытываемого  образца  состоит  из  упругой  деформации  
[image: image729.wmf]упр
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,  исчезающей  при  разгрузке,  и  остаточной  
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Если  затем  снова  начать  нагружение,  то  до  напряжения,  при  котором  начата  разгрузка  зависимость  между  напряжением  и  деформацией  будет  изображаться  прямой  
[image: image734.wmf]NM

,  а  при  дальнейшем  увеличении  нагрузки  эта  зависимость  пойдет  по  прежней  кривой   
[image: image735.wmf]MEK

,  по  которой  она  шла  бы  без  разгрузки.  Таким  образом,  при  повторном  нагружении,  материал  ведет  себя  как  линейно  упругий  до  напряжения  
[image: image736.wmf]M

s

.

Это  повышение  предела  пропорциональности,  вызванное  предварительным  нагружением  материала  за  предел  текучести,  называется  деформационным  упрочнением,  наклепом  или  нагартовкой.
4. Диаграммы  растяжения  других  конструкционных  материалов

Рассмотрим  диаграммы  растяжения  некоторых  других  конструкционных  материалов (рис. 42),  имеющих  широкое  распространение  в  машиностроении.

1 - диаграмма  растяжения  алюминиевого  сплава  Д-16;

2 - диаграмма    растяжения    низколегированной  стали;

Как  и  сталь 3,  эти  материалы  при  растяжении  получают  значительные  остаточные  деформации  и  разрушаются  с  образованием  шейки.  Однако  их  диаграммы  растяжения  не  имеют  ярко  выраженной  площадки  текучести.  Поэтому  в  этом  случае  вводят  понятие  условного предела  текучести,  за  который   принимают  напряжение,  при  котором  [image: image1852.wmf]остаточная  деформация  составляет  0,2 %.  Условный  предел  текучести  обозначают  через  
[image: image737.wmf]2
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[image: image1853.wmf]Рассмотрим  диаграмму  растяжения  серого  чугуна  СЧ 28 (рис. 43).  Чугун  является  хрупким  материалом  и  разрыв  образца  происходит  при  незначительном  удлинении  и  без  образования  шейки.  Диаграмма  не  имеет  начального  прямолинейного  участка.  Однако,  определяя  деформации  в  чугунных  деталях,  пользуются  законом  Гука:  
[image: image738.wmf]e
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.  Значение  модуля  упругости  
[image: image739.wmf]E

  находят  как  тангенс  угла  наклона  прямой,  проведенной  через  начальную  точку  
[image: image740.wmf]O

  диаграммы  и  точку 
[image: image741.wmf]C

,  соответствующую  напряжению,  при  котором  определяют  деформацию.  

Такой  модуль  называют  секущим.
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5. Испытание  конструкционных  материалов  на  сжатие.

Испытание  материалов  на  сжатие  проводят  на  специальных  прессах  или  универсальных  испытательных  машинах.  Образцы  для  испытаний  на  сжатие  металлов  имеют  вид  коротких  цилиндров  с  отношением  высоты  к  диаметру  2/3. Образцы  из  бетона,  дерева,  цемента  и  т.п.  изготавливают  в  виде  куба  или  параллелепипеда  небольшой  высоты.

При  испытании  на  сжатие  для  пластичных  материалов  можно  определить  пределы  пропорциональности,  упругости  и  текучести,  а  для  хрупких  -  предел  прочности.  Предел  прочности  для  пластичных  материалов  не  определяют,  т.к.  образец  из  пластичного  материала  при  сжатии  не  разрушается,  а  сплющивается  в  диск  при  непрерывном  возрастании  сжимающей  силы.  Диаграмма  сжатия  пластичного  материала  [image: image1854.wmf](сталь)  показана  на  рис. 44.  

При  проведении  лабораторной  работы  испытание  прекращают  при  некоторой  нагрузке,  вызывающей  заметную  пластическую  осадку  образца.  Образец  принимает  бочкообразную  форму, что  связано  с  влиянием  сил  трения  на  торцах  образца. Эти  силы  трения  препятствуют  поперечным  перемещениям  частиц  материала  вблизи  торцов  образца.  

Образцы  из  хрупкого  материала  при  испытании  на  сжатие  доводят  до  разрушения,  определяя  разрушающую  нагрузку  
[image: image743.wmf]B
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  и  предел  прочности  материала  при  сжатии:                                       
[image: image744.wmf]0
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[image: image1855.wmf]Образцы  из  хрупкого  материала  при  сжатии  разрушаются  при  малых  остаточных  деформациях  с  образованием  наклонных  или  продольных  трещин.  В  лабораторной  работе  проводится  испытание  на  сжатие  хрупкого  материала  -  чугуна  СЧ 28.  Диаграмма  сжатия  представлена  на  рис. 45.

Большинство  конструкционных  материалов  работает  на  сжатие  существенно  лучше,  чем  на  растяжение,  то  есть  для  таких  материалов  
[image: image745.wmf]P
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.  Чугунный  образец  разрушается  с  образованием  трещины  под  углом   

 к  продольной  оси  образца,  то  есть  по  площадке,  где  действуют  максимальные  касательные  напряжения  
[image: image746.wmf]max

t

.
Анизотропными  называют  материалы,  имеющие  различные  физико-механические  свойства  в  разных  направлениях.  Такие  материалы  испытывают  на  сжатие  в  характерных  направлениях  анизотропии.  В  лабораторной  работе  проводится  испытание  образцов  из  древесины,  являющейся  анизотропным  материалом.  Образцы  из  древесины  испытывают  в  двух  направлениях  -  вдоль  и  поперек  волокон.  При  сжатии  определяют  разрушающие  нагрузки  и  пределы  прочности  древесины  вдоль  и  поперек  волокон.  Диаграммы  сжатия  представлены  на  рис. 46.

[image: image1856.wmf]Разрушение  деревянного  образца  при  сжатии  вдоль  волокон  происходит  с  обмятием  торцов  и  образованием  продольных  трещин.  При  этом  фиксируется  разрушающая  нагрузка  
[image: image747.wmf]B

P

.  При  сжатии  поперек  волокон  образец  после  достижения  некоторой  нагрузки   спрессовывается  почти  без  увеличения       нагрузки,  которая  вновь  начинает    расти    только  после 
значительного  спрессовывания   образца.   За  разрушающую  нагрузку    при  испытании  поперек  волокон  условно  принимают  силу 
[image: image748.wmf]B

P

,  вызывающую  сжатие  образца  на  1/3  его  начальной  высоты.  Прочность  дерева  при  сжатии  вдоль  волокон  примерно  в  8  -  10  раз  выше,  чем  при  сжатии  поперек  волокон.

КРУЧЕНИЕ

1. Чистый  сдвиг.  Закон  Гука  при  чистом  сдвиге.

	
[image: image749.wmf]
	
[image: image750.wmf]
	Напряженное  состояние,  при  котором  на  гранях  прямоугольного  элемента  возникают  только  касательные  напряжения  
[image: image751.wmf]t

,  называется  чистым  сдвигом.  Экспериментально  чистый  сдвиг  может  быть  осуществлен  


[image: image1857.wmf]X

при  кручении  тонкостенной  трубы (рис. 47).

Рассмотрим  элемент  
[image: image752.wmf]abcd

,  вырезанный  из  тонкостенной  трубы.  При  возникновении  касательных  напряжений  элемент  перекашивается.  Если  считать  грань  
[image: image753.wmf]ab

  закрепленной,  то  грань  
[image: image754.wmf]cd

 сдвинется  в  положение  
[image: image755.wmf]1
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d
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.  Все  прямые углы  между  гранями  изменятся  на  величину  
[image: image756.wmf]g

,  который  называется  углом  сдвига.  Касательные  напряжения  и  угол  сдвига  связаны  прямой  пропорциональностью,  т.е.  законом  Гука  при  сдвиге: 

	    
[image: image757.wmf]g
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[image: image758.wmf]G

 -  модуль  сдвига  (модуль  упругости  второго  рода);  для  стали  
[image: image759.wmf]4
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Между  модулем  упругости  
[image: image760.wmf]E

   и  
[image: image761.wmf]G

  существует  связь:


[image: image762.wmf](
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 ,  которая  подтверждается  экспериментально.

Здесь  
[image: image763.wmf]m

  -  коэффициент  Пуассона.

2. Напряжения  и  деформации  при  кручении  бруса 

 круглого  сечения.

	
[image: image764.wmf]
	Деформация  кручения  вызывается  скручивающими  моментами,  плоскости  действия  которых  перпендикулярны  продольной  оси (рис. 48).


[image: image1858.wmf]Z

При кручении  возникает  один внутренний  силовой  фактор  -  крутящий  момент   
[image: image765.wmf]к
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Характер  распределения  напряжений  по  сечению  выясним,  рассмотрев  геометрическую  картину  деформации  вала.  Для  этого  на  поверхности  нанесем  сетку,  состоящую  из  линий,  параллельных  оси,  и  линий,  представляющих  собой  параллельные  круги.  

	
[image: image766.wmf]
	После  приложения  скручивающего  момента  наблюдаем  следующее:  образующие  цилиндра  превращаются  в  линии  одинакового  наклона  к  оси  стержня;  параллельные  круги  не  искривляются  и  расстояние  между  ними  остается  неизменным,  радиусы,  проведенные  в  торцевых  сечениях,  остаются  прямыми (рис. 49). Таким  образом, при построении  теории  напряженно-деформированного  состояния   вала  при  кручении  


[image: image1859.wmf]Y

пользуются  следующими  гипотезами:

1. Поперечные  сечения  вала  остаются  при  деформации  плоскими  и  перпендикулярными  к  оси  вала.  Они  лишь  поворачиваются  одно  относительно  другого  на  некоторый  угол  закручивания,  обозначаемый  
[image: image767.wmf]j

.  (гипотеза  плоских  сечений).

2.  Расстояния  между  поперечными  сечениями  остаются  неизменными.

3.  Радиусы,  проведенные  в  поперечных  сечениях,  при  деформации  не  искривляются. 

	[image: image1860.wmf]n


[image: image768.wmf]
	Рассмотрим  некоторый  участок  вала  длиной  
[image: image769.wmf]dz

,  выделенный  из  вала (рис. 50).  Пусть  угол  поворота  сечения  
[image: image770.wmf]m
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 относительно  неподвижного  будет  
[image: image771.wmf]j

,  тогда  угол  поворота  сечения  
[image: image772.wmf]n
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,  расположенного  на  расстоянии  
[image: image773.wmf]dz

,  будет  
[image: image774.wmf]j
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.  Следовательно,  угол  закручивания  участка  вала  длиной  
[image: image775.wmf]dz

  равен  
[image: image776.wmf]j
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[image: image777.wmf]
	Рассмотрим  деформацию  прямоугольного  элемента 
[image: image778.wmf]abcd

  бесконечно  малой  толщины,  выделенного  у  поверхности  вала (рис. 51).  Так  как  радиусы  остаются  прямыми,  то  отрезок  
[image: image779.wmf]b
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 поворачиваясь  в  плоскости  поперечного  сечения  на  угол  закручивания  
[image: image780.wmf]j
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, займет  положение  
[image: image781.wmf]1
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.  При  этом  образующая  
[image: image782.wmf]ab

  переместится  в  новое  положение  
[image: image783.wmf]1

ab

,  составив  с  первоначальной  угол  
[image: image784.wmf]g

.  Аналогично  образующая  
[image: image785.wmf]dc

  переместится  в  положение  
[image: image786.wmf]1
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.  Так   как   длины   этих   отрезков 


[image: image1861.wmf]гл

s

практически неизменны,  то  деформация  прямоугольного  элемента  
[image: image787.wmf]abcd

 состоит  в  изменении  первоначально  прямых  углов  на  величину  угла 
[image: image788.wmf]g

.

Таким  образом,  рассмотренный  элемент  находится  в  условиях  чистого  сдвига  и,  следовательно,  на  его  гранях  действуют  касательные  напряжения  
[image: image789.wmf]t
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Учитывая,  что  
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ab

=

,  а  
[image: image792.wmf]j

d

r

bb

×

=

1

,  угол  сдвига:   
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Отношение  
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    называется относительным погонным  углом  закручивания   
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Если  рассмотреть  деформацию  прямоугольного  элемента,  расположенного   внутри  вала  на  произвольной  цилиндрической  поверхности  радиуса  
[image: image798.wmf]r

,  то  угол  сдвига    
[image: image799.wmf]qr

g

r

=

.

Найдем  зависимость  между  напряжениями  и  деформациями  при  кручении.  С  учетом  закона  Гука  при  чистом  сдвиге
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Из  двух  последних  формул  следует,  что  углы  сдвига  и  касательные  напряжения  в  поперечном  сечении  изменяются  по  линейному  закону  прямо  пропорционально  расстоянию  

  точек  от  центра  сечения.
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[image: image801.wmf]
	Очевидно,  что  максимальные  касательные  напряжения  
[image: image802.wmf]max
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  будут  возникать  у  поверхности  вала,  то  есть  при  
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Выделим  на  расстоянии  
[image: image805.wmf]r

 от  центра  сечения  элементарную  площадку  
[image: image806.wmf]dA

 (рис. 52).  Крутящий  момент  
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Отсюда  погонный  угол  закручивания
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практически Выражение  
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 -  жесткость  вала  при  кручении.
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 - полярный  момент  инерции.   
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 - для  круглого  сечения;      
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 -  для  трубчатого  сечения.

Взаимный  угол  закручивания  двух  сечений,  расположенных  на  расстоянии  
[image: image814.wmf]l
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Если  в  пределах  цилиндрического  участка  вала  длиной  
[image: image816.wmf]l

  крутящий  момент  
[image: image817.wmf]к
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 имеет  постоянное  значение,  то  
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	-  закон  Гука  при  кручении.


	Так  как  
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Максимальные  касательные  напряжения,  действующие  по  контуру  сечения:
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где   
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 -  полярный  момент  сопротивления  
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 -  для  круглого  сечения;   
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  -  для  трубчатого сечения. 

Из  второй  гипотезы  следует,  что  нормальные  напряжения  

 при  кручении  равны  нулю.

3. Расчет  валов  на  прочность  и  жесткость  при  кручении.

	Условие  прочности  при  кручении:
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[image: image827.wmf][
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 -  допускаемое  напряжение  при  кручении,  величина  постоянная  для  данного  материала.  Отсюда  полярный  момент  сопротивления  вала:
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	Помимо  расчета  на  прочность  валы  расчитывают   и   на   жесткость,  ограничивая   максимальный  

погонный  угол  закручивания  некоторой  допускаемой величиной  
[image: image829.wmf][

]

q

. Условие  жесткости:
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Отсюда  полярный  момент  инерции  вала:               
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4. Кручение  стержней  прямоугольного  сечения.

В  случае  кручения  стержня  прямоугольного  поперечного  сечения  эпюра  распределения  касательных  напряжений  имеет  вид:

	
[image: image832.wmf]
	Максимальные  касательные  напряжения  возникают  на  поверхности  сечения  посредине  длинных  сторон  прямоугольника,  то  есть  в  точках  
[image: image833.wmf]A

  и  
[image: image834.wmf]B

 (рис. 53).
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 -  момент  сопротивления  при  кручении  
[image: image837.wmf][
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 -  меньшая  сторона  прямоугольника.

На  поверхности  посредине  коротких  сторон,  то  есть  в  точках  
[image: image839.wmf]C

  и  
[image: image840.wmf]D

  возникают напряжения,  обозначаемые 
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Погонные  и  полные  углы  закручи-


[image: image1863.wmf]z

вания при  кручении  стержней  прямоугольного  сечения: 
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 -  момент  инерции  при  кручении  
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  зависят  от  отношения  сторон  прямоугольника  
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 (табл. 1).

                                                                                                       Таблица 1.
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ПЛОСКИЙ  ИЗГИБ

1. Нормальные  напряжения  при  плоском  изгибе.

Плоским  изгибом  называется  вид  деформации,  при  котором  все  нагрузки,  перпендикулярные  к  оси  балки,  лежат  в  одной  плоскости, называемой  силовой.  Эта  плоскость совпадает  с  одной  из  главных  плоскостей  поперечного  сечения.  В  этом  случае  в  поперечных  сечениях  возникает  два  внутренних  силовых  фактора  -  поперечная  сила  
[image: image855.wmf]Q

  и  изгибающий  момент  
[image: image856.wmf]M

.

[image: image1864.wmf]Рассмотрим  случай  чистого  плоского изгиба (рис. 54).
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В  этом  случае  поперечные  силы  
[image: image857.wmf]0
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, а  изгибающий момент   
[image: image858.wmf]M

  -   const. Рассмотрим картину деформаций  балки.  Если на поверхности нанести   прямоугольную сетку линий,  то  при чистом  изгибе  балка   деформируется  следующим  образом:  продольные   линии  искривляются  по  дуге  окружности,  контуры  поперечных  сечений  остаются плоскими, контуры поперечных сечений всюду  пересекаются  с  продольными  волокнами  под  прямым  углом (рис. 55).

Следовательно,  при построении  теории  напряженно-деформированного состояния  балки  при  чистом  изгибе  пользуются  следующими  гипотезами:

1. Поперечное  сечение  балки,  плоское и  нормальное  к  продольной оси

до  деформации  остается  плоским  и  нормальным  к  продольной  оси  в  процессе  деформации  (гипотеза  плоских  сечений).

2.  При  деформации  продольные  волокна  не  давят  друг  на  друга  (не  взаимодействуют).

При замере  расстояния  между  точками  контура  каких-либо  двух  сечений обнаруживается,  что в процессе деформации эти  расстояния  изменяются.  Верхние  волокна  укорачиваются  
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.  Можно  найти  и  такие  волокна,  длина  которых  при  изгибе  остается  неизменной  
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.  Совокупность  волокон,  не  меняющих  своей  длины  при  изгибе  балки,  называется  нейтральным  слоем.  Линия  пересечения  нейтрального  слоя  с  плоскостью  сечения  называется  нейтральной  линией  (нейтральной  осью).
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	Рассмотрим  произвольное сечение  балки 
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 (рис. 56).  Выделим элементарную   площадку  
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.   В   поперечных  сечениях  действуют  только  нормальные напряжения 
[image: image865.wmf]s

. Касательные напряжения  
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.  При  приведении  к  центру  тяжести  сечения  эти  нормальные  напряжения  образуют  изгибающий  момент  
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,  т. к.  момента   в   другой   главной   плоскости  
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Найдем  зависимость  между  нормальными  напряжениями  
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 и  изгибающим  моментом  
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.  Для  этого  двумя  поперечными  сечениями  
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  выделим  элемент  балки  длиной  
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 (рис. 57).  
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  остаются  плоскими  и  поворачиваются на  угол  
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 нейтрального  слоя  превращается  в  дугу  
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  от    нейтрального  слоя  -  в  криволинейное  волокно  
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Относительное  удлинение  этого  волокна:   
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Рассмотрим  волокно  
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 нейтрального  слоя.  Его  длина  до  деформации  
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.  Волокна  нейтрального  слоя  не  изменяют  свою  длину  при  деформации,  поэтому    
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,  то  есть  относительная  продольная  деформация  пропорциональна  расстоянию  волокна  от  нейтральной  оси.  

Так  как  волокна  не  взаимодействуют  друг  с  другом  (согласно  второй  гипотезе),  то,  следовательно,  они  испытывают  осевое  растяжение  или  сжатие.  Тогда  для  волокон  применим  закон  Гука  при  растяжении-сжатии:  
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 -  момент  инерции  сечения  относительно  оси  
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  -  закон  Гука  при  изгибе;  
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  -  изгибная  жесткость.

Подставив  это  выражение  в  формулу  для  нормального  напряжения  
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,  получим:
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Установим,  где  в  сечении  расположена  нейтральная  ось  
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.  Для  этого  подставим  последнее  выражение  в  формулы  (1)  и  (2).


[image: image910.wmf]0

=

ò

dA

A

s

    (1),                   
[image: image911.wmf]ò

=

×

A

x

dA

y

I

M

0

;


[image: image912.wmf]ò

=

×

×

A

dA

x

0

s

     (2),             
[image: image913.wmf]0

=

×

×

ò

dA

x

y

I

M

A

x

.

Поскольку  
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.  Из  этих  соотношений  можно  сделать  вывод,  что  нейтральная  ось  
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  проходит  через  центр  тяжести  и  оси  
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,

  являются  главными  центральными  осями.   Таким  образом,  при  плоском  изгибе  силовая  плоскость  совпадает  с  одной  из  главных  центральных осей  сечения,  а  нейтральная  линия  совпадает  с  другой  главной  центральной  осью.

[image: image1868.wmf]Выведенная  формула  для  нормальных  напряжений  показывает,  что  напряжения  в  точках  нейтральной  оси  равны  нулю  и  величина  их  линейно  возрастает  по  мере  удаления  от  нейтральной  оси.  Максимальные  напряжения  
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  возникают  в  волокнах,  наиболее  удаленных  от  нейтральной  оси.  При  этом  напряжения  оказываются  постоянными  по  ширине  сечения.

Эпюра распределения напряжений в случае симметричного (относительно оси  
[image: image922.wmf]X

) сечения представлена на рис. 58.
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	Для     прямоугольного    сечения (рис. 59):
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	Для  круглого  сечения (рис. 60):
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  Для  прокатных  профилей  моменты  сопротивления  
[image: image934.wmf]x
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  даны  в  сортаменте.

2. Напряженное  состояние  прямого  бруса

    в  общем  случае  плоского  поперечного  изгиба.

Рассмотрим  брус,  нагруженный  в  главной  плоскости  
[image: image935.wmf]YOZ

 системой  сил,  нормальных  к  продольной  оси (рис. 61).  Изогнутая  продольная  ось  бруса  представляет  собой   плоскую кривую,   совпадающую  с силовой  плоскостью.  Такой  изгиб  бруса  называют  плоским  поперечным.  В  поперечных  сечениях  такого  бруса  действуют  два  внутренних  силовых  фактора  -  поперечная  сила  
[image: image936.wmf]Q

  и  изгибающий  момент  
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.  Изгибающий  момент  
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  свидетельствует  о  наличии  нормальных  на[image: image1871.wmf]пряжений  

  в  поперечных  сечениях.  При  выводе  формулы  нормальных  напряжений  используют  те  же  гипотезы,  что  и  в  теории  чистого  изгиба.  При  этом  формула  для  нормальных  напряжений  имеет  тот  же  вид:
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Поперечная  сила  
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  в  сечении  свидетельствует  о  наличии  касательных  напряжений  
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.
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	Формула  для  касательных  напряжений  была  выведена  русским  инженером  Журавским.  При  выводе  этой  формулы  для  форм  сечения (рис. 62),  близких  к  прямоугольной,  им  было  предложено  2  гипотезы:

1.  Касательные  напряжения  в  любой  точке  поперечного  сечения  имеют  направление  поперечной  силы  
[image: image943.wmf]Q

.

2. Касательные  напряжения  постоянны  по  ширине  поперечного  сечения.

3. 

	[image: image1873.wmf]
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	При  этом  получена  формула для  касательных напряжений,  которая  называется  формулой  Журавского:             
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где  
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 -  поперечная  сила  в  сечении;
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 -  момент  инерции  сечения  относительно  нейтральной  оси;
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 -  ширина  сечения  на  уровне,  где  определяют  
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 (рис. 63);





[image: image950.wmf]отс

x

S

 -  статический  момент  отсеченной   площади   относительно  нейтральной  оси    
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. Отсеченная  площадь  -  часть  площади  поперечного  сечения,  отсеченная  прямой  линией,  проведенной  через  рассматриваемую  точку  параллельно  нейтральной  оси.
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	Построим  эпюру  распределения  касательных  напряжений  по  высоте  прямоугольного  сечения (рис. 64).  В  точке  

   действует   касательное  напряжение
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Данная  формула  показывает,  что  касательные  напряжения  изменяются  по  высоте  сечения  по  квадратичному  закону.
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Анализируя  полученные  выражения  нормальных  и  касательных  напряжений  при  плоском  поперечном  изгибе    
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  для  форм  сечений,  близких  к  прямоугольной,  можно  сделать  вывод,  что  
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  возникают  в  точках  сечения,  наиболее  удаленных  от  нейтральной  оси,  а  
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  -  в  точках  нейтральной  оси.

Для  сравнения  величин  
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  определим  их  в  консольной  балке  прямоугольного  поперечного  сечения (рис. 65). 

Здесь  опасным  сечением  является  сечение  балки  в  заделке,  где
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[image: image1875.wmf]Для  балок  с  отношением     
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 ,  то  есть  касательные  напряжения  на  порядок  ниже  нормальных  напряжений.

3. Расчет  балок  на  прочность

Детали  машин  и  элементы  конструкций,  работающие  на  изгиб,  рассчитываются  на  прочность  по  допускаемым  напряжениям.  Условие  прочности  записывается  в  виде:
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где  
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 -  наибольшее  нормальное  напряжение,  возникающее  в  сечении,  где  действует  наибольший  изгибающий  момент  
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  (в  опасном  сечении)  в  точках,  наиболее  удаленных  от  нейтральной  оси;
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 -  момент  сопротивления  сечения  относительно  нейтральной  оси;
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 -  допускаемое  нормальное  напряжение,  определяемое 

-  для  пластичных  материалов  
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 -  предел  текучести  материала;  
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 -  коэффициент  запаса  по  пределу  текучести;

-  для  хрупких  материалов  
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 -  предел  прочности  материала;  
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 -  коэффициент  запаса  по  пределу  прочности.

Короткие  балки  при  расчете  на  прочность  рассчитываются  и  по  наибольшим  касательным  напряжениям.  При  этом условие  прочности  по  нормальным  напряжениям  дополняют  условием  прочности  по  касательным  напряжениям:
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Это  условие  формулируется  для  сечений,  где  действует  максимальная  поперечная  сила     
[image: image993.wmf]max
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     для  точек,  лежащих  на  нейтральной  оси,  где  
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 -  допускаемое  касательное  напряжение;  

-  для  пластичных  материалов  
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,    -  для  хрупких  материалов   
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 -  предел  текучести  и  предел  прочности  материала  при  чистом  сдвиге,  которые  определяются  опытным  путем  при  кручении  тонкостенной  трубки.

4. Рациональные  формы  поперечных  сечений  балки

[image: image1876.wmf][image: image1877.wmf]Нормальные  напряжения  при  плоском  поперечном  изгибе  в  поперечных  сечениях  распределяются  неравномерно.  Материал,  расположенный  у  нейтрального  слоя,  нагружен  очень  мало.  Поэтому  в  целях  его  экономии  и  снижения  веса  конструкций  следует  выбирать  такие  формы  сечения,  чтобы  большая  часть  материала  была  удалена  от  нейтральной  оси.  Таким  образом,  наиболее  рациональным  сечением  из  представленных  является  двутавровое,  а  наименее  рациональным  -  круглое (рис. 66).

Расположение  прямоугольника  и  двутавра  при  вертикальной  силовой  плоскости  более  выгодно  как  показано  на  рис. 67а,  чем  на  рис. 67б, так  как наибольшая  часть  материла на  рис. 67а  наиболее  удалена  от  нейтральной  оси.

ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ПРИ ИЗГИБЕ.

1. Основные понятия.

Рассмотрим схему деформации балки (рис. 68).

[image: image1878.wmf]
[image: image999.wmf]OA

 – ось бруса (балки) до деформации прямая линия,
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 –  изогнутая ось бруса, называемая упругой линией.

Деформация изгиба характери​зуется двумя параметрами: прогибом и уг​лом поворота сечения.

[image: image1879.wmf]Прогибом называется перемещение центра тяжести сечения балки в направлении, перпендикулярном начальной оси.

Обозначения: 
[image: image1001.wmf].

,

,

,

v

w

f

y


Свяжем с балкой систему координат  
[image: image1002.wmf]ZOY

. По рисунку видно, что величина прогиба 
[image: image1003.wmf]y

 изменяется при изменении координаты сечения 
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 -  уравнение упругой линии  (кривой 
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После деформации все поперечные сечения остаются перпендикулярными оси, то есть все они повернутся на некоторый угол 
[image: image1008.wmf]q

. Величины углов зависят от положения сечений, т.е. от координаты 
[image: image1009.wmf]z
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 - уравнение углов поворота.

Прогиб и угол поворота связаны между  собой дифференциальной зависимостью. Проводим касательную к упругой линии в сечении 
[image: image1011.wmf]z

, она составляет с осью 
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 угол 
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. Из математики известно:
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Ввиду малости деформаций      
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Производная от прогиба  равна углу поворота сечения.

2. Дифференциальное уравнение упругой линии. 
Граничные условия.

Кривизну упругой линии     
[image: image1017.wmf]r
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   можно выразить через 
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 по известной формуле из курса математики
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Если  известно уравнение упругой линии 
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, но нам нужно решить обратную задачу.

При расчете балок на прочность получена зависимость, связывающая кривизну оси балки с изгибающим моментом
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Приравниваем два выражения для кривизны  (1) и (2)
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Получили дифференциальное уравнение упругой линии.

В случае малых деформаций уравнение (3) можно упростить   
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Уравнение (3) принимает вид
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Это приближенное дифференциальное уравнение упругой линии. Знак в уравнении зависит от выбранной системы координат.

Если ось 
[image: image1028.wmf]y

 направлена вверх, знак кривизны совпадает со знаком изгибающего момента, в уравнении берут знак плюс (рис. 69). В дальнейшем будем использовать только такую систему координат и всегда брать уравнение в виде
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При интегрировании дифференциального уравнения второго порядка будем получать две постоянных интегрирования  
[image: image1030.wmf]C

 и 
[image: image1031.wmf]D

. Для их определения используют условия закрепления концов и сопряжения участков. 

[image: image1881.wmf]В жесткой заделке прогиб и угол поворота равны нулю.
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На  опорах прогибы равны нулю, а углы поворота не равны нулю и должны быть вычислены (рис. 70):
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EMBED Equation.3[image: image1035.wmf].
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[image: image1883.wmf]N
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(dz)

На границе участков прогибы и углы поворота соседних сечений совпадают, так как изогнутая ось  - непрерывная плавная кривая.                               
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3. Определение прогибов непосредственным интегрированием 

 уравнения упругой линии (пример)

[image: image1884.wmf]dz

(dz)

Задана балка на двух опорах, загруженная равномерно распределенной нагрузкой (рис. 71). Пусть известны:
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  Вычислить максимальный  прогиб.                                                         Решение:

1. Находим опорные реакции

[image: image1885.wmf]
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2. Составляем и интегрируем дифференциальное уравнение упругой линии
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3. Определяем 
[image: image1045.wmf]C

 и 
[image: image1046.wmf]D

из граничных условий
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[image: image1050.wmf].
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4. Записываем уравнение прогибов и углов поворота
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5. Определяем максимальный прогиб.

По условию симметрии прогиб максимальный в середине балки, для его вычисления подставляем в уравнение 
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[image: image1055.wmf]EJ
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4. Метод уравнивания произвольных постоянных 

(правила Клебша)

 Пусть на балку действует несколько нагрузок (рис. 72).

[image: image1886.wmf]Точки приложения сил делят балку на несколько участков. Аналитические выражения моментов по участкам будут разные
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[image: image1887.wmf]     Соответственно дифференциальное уравнение упругой линии надо составлять по участкам
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При интегрировании каждого уравнения получим по две постоянных интегрирования 
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Если балка имеет 
[image: image1061.wmf]n

 участков, то при интегрировании получаем 
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 произвольных постоянных  
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, для определения которых надо составить и решить систему 
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 уравнений, используя условия закрепления и сопряжения участков. В практических расчетах это неудобно.

Существуют правила позволяющие уменьшить число постоянных до двух при любом числе участков, при этом будут равны между собой все постоянные первого интегрирования и второго
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EMBED Equation.3[image: image1066.wmf]Þ
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        Правила уравнивания постоянных /правила Клебша/.

1. Начало координат выбирается на конце балки (справа или слева безразлично);

2. При составлении выражений для моментов всегда рассматривается часть балки, содержащая начало координат;

3. Сосредоточенный момент 
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 надо умножить на скобку 
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, где 
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 – координата точки приложения момента;

4. Интегрирования дифференциальных уравнений производят, не раскрывая скобок
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5. Если распределенная нагрузка 
[image: image1072.wmf]q

 не доходит до конца балки (рис. 73), противоположного началу координат, ее надо продолжить, а чтобы равновесие не нарушилось добавить еще противоположную нагрузку
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[image: image1889.wmf].
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Пример: Проверим, что постоянные  уравниваются только при соблюдении перечисленных правил (рис. 74).
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Постоянные не уравнялись, так как не выполнено правило 3. 

Составляем и интегрируем уравнения, выполняя правила:
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Постоянные уравнялись, так как правила уравнивания соблюдены.

5. Понятие о начальных параметрах.

Начальными параметрами называют геометрические параметры и силовые факторы в начале координат. Рассмотрим деформацию балки, представленной на рис. 75. При определении прогибов будем использовать два начальных параметра:


[image: image1102.wmf]0
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 – прогиб в начале координат, 


[image: image1103.wmf]0

q

 – угол поворота сечения в начале координат.

[image: image1892.wmf]
Постоянные интегрирования 
[image: image1104.wmf]C

 и 
[image: image1105.wmf]D

 можно выразить через начальные параметры 
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Подставим граничные начальные условия
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Получили, что:

постоянная 
[image: image1109.wmf]C

пропорциональна углу поворота в начале координат,

постоянная 
[image: image1110.wmf]D

 пропорциональна прогибу в начале координат.

6. Универсальное уравнение прогибов. (Уравнение метода

начальных параметров)

При интегрировании дифференциального уравнения упругой линии приходится вычислять однотипные интегралы. Для типовых нагрузок можно интегрирование выполнить в общем виде и получить уравнение упругой линии.

Рассмотрим часть балки (рис. 76) с характерными нагрузками 
[image: image1111.wmf]i
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 и 
[image: image1112.wmf]i
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 (нагрузки все выберем так, чтобы они давали положительный изгибающий момент).
Записываем выражение для изгибающего момента в сечении 
[image: image1113.wmf]z
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Дифференциальное уравнение упругой линии имеет вид:
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Интегрируем два раза, не раскрывая скобок, и выразив постоянные интегрирования через начальные параметры:
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[image: image1117.wmf].
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Учитывая, что на балке может быть несколько однотипных нагрузок, введем знак суммы и запишем универсальное уравнение прогибов и углов поворота в виде:
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[image: image1119.wmf].
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Правила применения универсального уравнения:

1. Предварительно должны быть определены опорные реакции для любой балки;

2. Начало координат выбирается на конце балки:

· если есть заделка, то в заделке, 

· если на конце есть опора, то на опоре,

· если на обоих концах консоли, то безразлично, на каком конце начало координат.

3. При составлении уравнения для конкретного сечения учитываются нагрузки, расположенные от начала координат до сечения; распределенная нагрузка q продолжается до сечения в соответствии с правилами Клебша.

4. Положительными считаются нагрузки, создающие относительно сечения положительный изгибающий момент.

7. Примеры определения прогибов, расчет на жесткость.

Для заданной балки (рис. 77) определить прогибы в сечениях 
[image: image1120.wmf]B

и 
[image: image1121.wmf]C

 и проверить выполняется ли условие жесткости, если допустимый прогиб 
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1. [image: image1896.wmf]Определяем реакции
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2. Записываем универсальное уравнение прогибов с учетом заданных нагрузок.

[image: image1897.wmf]Начало координат выберем в заделке.
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[image: image1126.wmf]0
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, так как в заделке прогиб и угол поворота равны нулю.
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3. Определяем прогиб в точке 
[image: image1128.wmf]B

. Учитываем нагрузки, расположенные на участке 
[image: image1129.wmf]AB

, по чертежу 
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знак минус указывает на то, что прогиб направлен вниз.

Определяем прогиб в точке 
[image: image1133.wmf]С
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4. Проверка балки на жесткость.

Условие жесткости ограничивает деформацию балки и записывается в виде:
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В данном случае максимальный прогиб в точке 
[image: image1138.wmf]C

. Сравниваем 
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Условие жесткости выполняется.

8. Проверка балок на жесткость.

Условие жесткости накладывает ограничение на величину прогиба.
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 – допускаемый прогиб, задается по условию эксплуатации в долях пролета, например
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Пример: проверить жесткость балки (рис. 78), выполненной из двутавра №18; если условие не выполняется, подобрать новое сечение. 
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Надо взять двутавр №45 - 
[image: image1152.wmf]4
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ТЕОРИЯ НАПРЯЖЕННОГО И ДЕФОРМИРОВАННОГО         СОСТОЯНИЯ В ТОЧКЕ

1. Напряженное состояние в точке. Тензор напряжений.

Под напряжённым состоянием в точке понимают совокупность напряжений во всех площадках, проходящих через заданную точку.

Изучая распределение напряжений и деформаций в упругом теле, будем использовать общепринятую модель сплошного безпустотного упругого тела.

[image: image1900.wmf]Предположим, что заданы размеры тела, материал, нагрузки,  условия  закрепления. Поставим  задачу: исследовать  напряженное состояние в  про​извольной точке “
[image: image1153.wmf]M

”  (рис. 79). Тело находится в состоянии равновесия. Выде​лим вокруг точки М элементарный параллелепипед с размерами  
[image: image1154.wmf]dz
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.

Полные напряжения на гранях являются результатом взаимодействия выделенного параллелепипеда с остальным телом. Раз​ложим их по трем направлениям: по нормали к грани и по касательным  направлениям (рис. 80). 

Нормальные напряжения обозначим -
[image: image1155.wmf] 
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[image: image1901.wmf][image: image1902.wmf]                                         касательные -

Так как размеры изучаемого параллеле​пипеда малы, то пренебрегая объемным весом параллелепипеда можно считать, что одноименные параллельные напряжения для каждой пары граней параллелепипеда практически одинаковы, а напряженное состояние однородно.

Таким образом, на каждой паре параллельных граней три неизвестных компоненты напряжений. 

Совокупность девяти компонент напряжений образует тензор напряжений.
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Тензор напряжений определяет напряженное состояние в точке.

Выделенный элементарный параллелепипед находится в состоянии равно​весия:
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Составим     
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Аналогично записывая
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 получим:
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[image: image1163.wmf]xy
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Равенство (2) называется законом парности касательных напряжений:

На двух взаимно-перпендикулярных площадках касательные напря​жения равны по величине и направлены к ребру или от ребра выделенного элемента.

В силу этого закона тензор напряжений является симметричным тензо​ром. Следовательно, напряженное состояние в точке определяется шестью независимыми компонентами напряжения.

2. Определение напряжений на наклонных площадках

Покажем, что задание шести компонентов тензора напряжений определяет полностью напряжённое состояние в точке, т.е. величину вектора напряжений на любой площадке. 

[image: image1903.wmf]2

1

1

,

,

H

H

R

[image: image1904.wmf]3

2

1

,

,

H

H

H

Для решения поставленной задачи вырежем в окрестности точки 
[image: image1165.wmf]M

 элементарный тетраэдр  (рис. 81). Три его грани совпадают с координатными плоскостями системы   
[image: image1166.wmf]XOZ
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[image: image1167.wmf]XOY

, 
[image: image1168.wmf]ZOY

. Четвертая грань  является наклонной. Направление нормали 
[image: image1169.wmf]n

 к наклонной плоскости характеризуется направляющими косинусами:
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Действие отброшенных частей заменим силовыми факторами. Полное напряжение, действующее на наклонной грани обозна​чим через 
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   , а его проекции на коор​динатные оси    
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Площади элементарных граней обозначим: 
[image: image1173.wmf].
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Составим уравнения равновесия тетраэдра
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)

l

x

dA

dA

z

y

dA

dA

dA

dA

dA

dA

P

dA

dA

dA

dA

P

x

x

z

zx

y

yx

x

xx

x

z

zx

y

yx

x

xx

x

=

=

=

=

=

+

+

=

=

+

+

=

=

å

å

å

n

t

t

s

t

t

s

a

a

a

a

n

a

n

,

cos

;

0

.

3

;

0

.

2

0

0

0

.

1

   
[image: image1175.wmf]n

m

l

P

n

m

l

P

n

m

l

P

zz

yz

xz

z

zy

yy

xy

y

zx

yx

xx

x

t

t

t

t

s

t

t

t

s

n

n

n

+

+

=

+

+

=

+

+

=

   (3)
Полное напряжение можно определить:
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Таким образом мы определили вектор напряжений на наклонной  площадке, что доказывает справедливость утверждения: шесть компонент напряжения полностью определяют напряженное состояние в точке.

Спроецируем вектор полного напряжения на нормаль 
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3. Главные напряжения. Главные площадки.

Каково бы ни было напряженное состояние в рассматриваемой точке, всегда существуют три взаимно перпендикулярных площадки, на которых касательные напряжения равны нулю, а нормальные напряжения имеют стационарные значения (максимум, минимум, минимакс).

Эти площадки называются главными. Нормальные напряжения, действующие на главных площадках, называются главными напряжениями.

Исходя из определения, найдем главные напряжения и положения главных площадок. Предположим, что главная площадка существует. Пусть это будет площадка с нормалью  
[image: image1186.wmf]n

 (рис. 82). Главное  напряжение обозначим 
[image: image1187.wmf]s

. Тогда

[image: image1905.wmf]2

1

1

,

,

R

H

R

[image: image1906.wmf]2

2

,

H

R

[image: image1907.wmf][image: image1908.wmf]4

3

2

1

,

,

,

x

x

x

x

[image: image1909.wmf][image: image1910.wmf];

4

1

x

x

=

[image: image1911.wmf];

5

2

x

x

=

 
[image: image1188.wmf] 

Подставляя вместо 
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 из значения получим:
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Система уравнений содержит четыре неизвестных величины:

          
[image: image1192.wmf]s

 и 
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Эта система трех однородных линейных уравнений, имеет решение отличное от нуля только тогда, когда определитель, составленный из коэффициентов, равен нулю.
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Раскрывая определитель, получим кубическое уравнение для 
[image: image1196.wmf]s
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Следовательно, высказанное вначале утверждение справедливо

Главные напряжения впредь будем обозначать: 
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4. Инварианты тензора напряжений.

Вокруг рассматриваемой точки 
[image: image1200.wmf]M

 (рис.1), можно вырезать бесчисленное множество бесконечно малых элементов (параллелепипед), грани которых будут различно ориентированы по отношению к осям координат. При изменении ориентации граней параллелепипеда  компоненты тензора напряжений будут меняться. Но независимо от способа вырезания элемента вокруг данной точки подстановка значений компонент напряжения в уравнение (6) должна дать одни и те же значения главных напряжений, т. к. последние определяются характером напряженного состояния. Коэффициенты уравнения (6) называются инвариантами напряженного состояния .

Перепишем уравнения (6) в виде
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 - первый, второй, третий инварианты напряженного состояния или инварианты тензора напряжений.
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В теории напряжений, а так же в теории деформации инварианты являются основными характеристиками напряженного и деформированного состояния в точке. Компоненты тензора напряжений как величины, связанные с осями координат, считаются вспомогательными. 

     В некоторых случаях инварианты тензора напряжений могут принимать нулевые значения.

1.
[image: image1206.wmf]0

3

=

J

.  Один из корней уравнения (6) так же равен нулю.

Имеет место плоское напряженное состояние (рис. 83).
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 два корня уравнения (6) равны 
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. В этом случае имеет место линейное напряженное состояние (рис. 84).
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 Объемное напряженное состояние (рис. 85).

5.Октаэдрические напряжения. 
В исследовании вопроса прочности материала наряду с главными плоскостями и плоскостями главных касательных напряжений, существенное значение имеют  плоскости, пересекающие главные оси под одинаковыми углами. Такие плоскости называются октаэдрическими (рис 86).   

[image: image1915.wmf]Вычислим нормальное и касательное напряжение по октаэдрической площадке. Оси координат направим вдоль главных напряжений. Направляющие косинусы нормали к октаэдрической площадке равны между собой.
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Проекции полного напряжения на оси 
[image: image1213.wmf]Z
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 будут определяться по формуле (3):              
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        Величина полного напряжения определиться: 
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Нормальное напряжение на той же площадке определяется согласно формуле (4).
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Воспользовавшись формулой (5), определим касательное напряжение на октаэдрической площадке:
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  или          
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[image: image1222.wmf](
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Касательное напряжение, определяемое формулой (9) называется октаэдрическим касательным напряжением или интенсивностью касательных напряжений.

В теории пластичности октаэдрическое касательное напряжение является основным фактором,  определяющим характер развития пластической деформации.
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 - интенсивность нормальных напряжений.
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6. Понятие о шаровом тензоре напряжений и 

[image: image1917.wmf]    тензоре - девиаторе    напряжений.

Введем обозначения:
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Шаровой тензор выражает всестороннее растяжение или сжатие.
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Шаровой тензор напряжений характеризует объемную    деформацию в точке (Рис. 88). 
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Девиатор напряжений характеризует напряженное состояние элементарного объема (Рис. 6). Ему соответствует изменение формы элемента без изменения объема.

 Отделение компонентов  напряжений, связанных только с объемной деформацией, от компонентов, связанных с изменением  формы, имеет важное значение для суждения о прочности в рассматриваемой точке, а так же для исследования законов деформации в окрестности той же точки.

6. Деформированное состояние в точке. Тензор малой деформации.

Совокупность деформаций, возникающих по разным осям и в различных плоскостях, проходящих через данную точку, определяет деформированное состояние в рассматриваемой точке.

[image: image1918.wmf]Для исследования деформированного состояния упругого тела выделим в  окрестности точки  М (рис. 89) плоскостями  параллельными  координатным  плоскостям  элементарный  параллелепипед (рис. 90).

Будем считать деформации очень малыми   величинами. При   этом   условиилинейные и три угловые деформации. Относительное удлинение ребра будем обозначать  с индексом, указывающим на правление деформации. Положительной величиной принимается удлинение, отрицательной – укорочение. Углы сдвига, проектируемые на плоскости:
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Изменение объема связано с линейными деформациями 
[image: image1236.wmf]zz
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 а изменение формы – с угловой.

Компоненты деформации 
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 вполне определяют деформации элементарного параллелепипеда, т.к. зная все составляющие можно построить модель деформированного элемента и ычислить удлинения внутри параллелепипеда по любому направлению.

Расположив все шесть компонентов деформации в определенном порядке и поделив углы сдвига пополам, получим тензор деформации аналогично тензору напряжений.
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Существуют три взаимно – перпендикулярные направления, по которым волокна или удлиняются, или укорачиваются. Они называются главными осями деформаций. Деформации в направлении главных осей называются главными деформациями. Величины главных деформаций определяются уравнением 
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Коэффициенты уравнения (14) являются инвариантными деформированного состояния.

7. Относительная объемная деформация.
Примем, что направление главных осей совпадает с направлением главных напряжений (рис. 91). Выделим элементарный параллелепипед таким образом, что его грани будут главными площадками. После деформации углы параллелепипеда останутся прямыми, изменится лишь длина ребер:
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Объем элементарного параллелепипеда до деформации: 
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Объем после деформации:
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Пренебрегая величинами второго и более порядка малости, получим:
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Относительное изменение объема:

                                   
[image: image1245.wmf]z
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Относительная объемная деформация в точке равна сумме относительных линейных деформаций по трем ортогональным направлениям, проведенных через заданную точку.

8. Обобщенный закон Гука. 

Выделим элементарный параллелепипед главными площадками. Примем, что материал изотропен. Возникающие деформации малы по сравнению с размерами деформируемого параллелепипеда. Деформации упругие. Все это дает возможность применить принцип независимости действия сил к вычислению деформаций.

Положим, что на элементарный параллелепипед действуют только нормальные напряжения 
[image: image1246.wmf]0
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. Тогда согласно закону Гука удлинение в направлении оси 
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Укорочение в направлении осей 
[image: image1249.wmf]Y

 и 
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Полагая, что действуют только нормальные напряжения 
[image: image1252.wmf]0
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Деформации от действия напряжения 
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Нормальные напряжения вызывают изменения длин ребер.

[image: image1921.wmf]Предположим, что на выделенный элемент действуют только касательные напряжения (рис. 92). Их действие сопровождается искажением формы   элемента.

Касательные напряжения 
[image: image1258.wmf]yx
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 будут вызывать изменение прямого угла в плоскости 
[image: image1259.wmf]XY

 на угол сдвига.
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Аналогично, от действия касательных напряжений 
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от касательных напряжений  
[image: image1263.wmf]xz
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При наличии всех компонент напряжений деформации:

       
[image: image1265.wmf](
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[image: image1267.wmf](

)

m

+

=

1

2

E

G

            (16)
Полученные уравнения называются обобщенным законом Гука.

9. Потенциальная энергия деформаций.

 Главными плоскостями выделим элементарный куб с размерами ребер равными 1. Действие отброшенных частей заменим силовыми факторами.

Т.к. площадки главные, то по граням куба будут  действовать только нормальные напряжения (рис. 93). 

[image: image1922.wmf][image: image1923.wmf]Так как силовые факторы, действующие по главным площадкам совершают работу только по своему направлению, то к определению величины удельной потенциальной энергии деформации можно применить закон независимости действия сил. Нам известно, что при линейном напряженном состоянии зависимость между напряжениями и деформациями линейна (рис. 94), поэтому удельную потенциальную энергию деформаций можно определить:
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При объемном напряженном состоянии удельная потенциальная энергия определится: 
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[image: image1270.wmf](
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В общем случае нагружения удельную потенциальную энергию деформации можно записать:
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[image: image1272.wmf]V

U

 - удельная потенциальная энергия изменения объема,


[image: image1273.wmf]ф

U

- удельная потенциальная энергия изменения формы.

Для определения потенциальной энергии изменения объема, заменим данное напряженное состояние на другое:        
[image: image1274.wmf]s
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    (рис. 95).

[image: image1924.wmf]В этом случае будет меняться объем без изменения формы элемента. Удельные потенциальные энергии изменения объема будут равны для двух рассматриваемых напряженных состояний, если равны их объемные деформации.

 Относительная объемная деформация элементарного куба в первом случае нагружения равна: 
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Выражая относительные линейные деформации по формулам обобщенного закона Гука, получим:
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)

[

]

(

)

s

m

e

s

s

s

m

e

s

s

s

m

s

s

s

e

3

2

1

2

1

2

1

11

1

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

E

E

E

об

об

об

-

=

+

+

-

=

+

+

-

+

+

=


 
[image: image1277.wmf]3
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Удельная потенциальная энергия изменения объема:
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[image: image1281.wmf](
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или 


[image: image1282.wmf](
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ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ ДЕФОРМАЦИИ И ОБЩИЕ

МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

1. Свойства упругих тел

Упругой называется система, деформирующаяся под действием внешних нагрузок, а после их снятия полностью восстанавливающая первоначальную форму и размеры.

1. При нагружении упругой системы внешними силами точки приложения сил в результате деформации системы перемещаются, и силы совершают работу  
[image: image1283.wmf]W

.

В процессе деформации изменяется взаимное расположение частиц в системе, накапливается потенциальная энергия 
[image: image1284.wmf]U

. За счет этой энергии после снятия нагрузки восстанавливается первоначальная форма и размер системы.

Поскольку в упругой системе восстановление полное, можно считать, что численно работа внешних сил, затраченная на деформацию, равна потенциальной энергии упругой деформации

                                        
[image: image1285.wmf]U
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Это основное свойство упругой системы, которое используется во всех энергетических методах расчетов.

2. Упругие системы являются линейно деформируемыми, то есть всякое перемещение пропорционально силе, его вызвавшей. 

                                     
[image: image1286.wmf]kP
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[image: image1925.wmf]Например:
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Если нагрузкой является момент, то соответствующие перемещения будут пропорциональны моменту
[image: image1289.wmf]M

; пропорциональность справедлива как для линейных, так и для угловых перемещений. 

К упругим системам применим принцип независимости действия сил. Следовательно, всякое перемещение в системе можно вычислять как сумму

 перемещений от каждой нагрузки отдельно (рис. 97).

[image: image1926.wmf]



Часто перемещение от произвольной силы приходится выражать через перемещение от единичной силы:

пусть
   
[image: image1290.wmf]D

 - перемещение от силы
[image: image1291.wmf]P

,



   

 - перемещение от силы 
[image: image1292.wmf]P

 = 1,

тогда            
[image: image1293.wmf]P
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Принцип независимости действия сил применим при вычислении внутренних силовых факторов и напряжений, но не справедлив при вычислении работы.

2. Работа внешних сил.

Различают два вида работы: действительную и возможную.

[image: image1927.wmf]1. Действительной называется работа статически приложенной силы на перемещении, вызванном самой этой силой.

При статическом нагружении перемещение точки приложения силы возрастает с ростом силы по линейному закону (рис. 98).
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[image: image1297.wmf]D
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Работа статически приложенной силы (действительная) равна половине произведения конечной величины силы на перемещение. (Теорема Клапейрона).

[image: image1928.wmf]2. Возможная работа - это работа силы, приложенной к системе, на  перемещении,  вызванном каким-то другим фактором    ( нагрев, другая сила, колебания и т.д. ). В этом случае по мере роста перемещения сила остается постоянной (рис. 99) и работа вычисляется как произведение силы на перемещение.
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Примечание: под перемещением подразумевается проекция полного перемещения точки приложения силы на линию действия силы. Если работу совершает момент, то берется угловое перемещение 
[image: image1299.wmf]q

 (рис. 100).
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[image: image1929.wmf]
3. Потенциальная энергия деформации упругой системы. 

Ее выражение через внутренние силовые факторы.

[image: image1930.wmf]Задана произвольная упругая система, загруженная произвольными нагрузками (рис. 101). Требуется вычислить потенциальную энергию деформации.

Вырежем из системы элемент длиной 
[image: image1301.wmf]dz

. В общем случае нагружения в сечениях будет действовать по шесть силовых факторов.
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  - продольная сила, соответствующая растяжению-сжатию
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- поперечные силы, соответствующие изгибу


[image: image1304.wmf]к
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 -  крутящий момент


[image: image1305.wmf]x
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Потенциальную энергию, накопленную в элементе при деформации, можно вычислить как работу силовых факторов, действующих в сечениях. Работа их будет действительной, т. к. по мере нагружения системы внешними нагрузками силовые факторы в сечении и перемещения постепенно увеличивается. Работы внутренних силовых факторов независимы, так как каждый работает только на своем перемещении. Можно вычислять работу от каждого силового фактора отдельно.

[image: image1931.wmf]1. От продольной силы (рис. 102):
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где - 
[image: image1307.wmf](
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2. От изгибающего момента (рис. 103):
[image: image1932.wmf]
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[image: image1309.wmf];
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В общем случае нагружения будет два изгибающих момента во взаимно перпендикулярных плоскостях 
[image: image1311.wmf]y
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 и 
[image: image1312.wmf]z
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. Соответственно 
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 будет состоять из двух слагаемых

[image: image1933.wmf]
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3. От крутящего момента (рис. 104):
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[image: image1316.wmf]к
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[image: image1317.wmf]к
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4. По аналогии можно записать выражение  
[image: image1318.wmf]Q
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  от поперечных сил, хотя в расчетах они обычно не учитываются
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где 
[image: image1320.wmf]y

K

  и 
[image: image1321.wmf]z
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 - коэффициенты, учитывающие форму сечения.

Чтобы вычислить потенциальную энергию деформации всей системы нужно полученные выражения элементарной энергии от каждого силового фактора проинтегрировать по участкам и затем эти интегралы сложить
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В практических расчетах обычно все интегралы не приходится вычислять, так как величины энергии, соответствующие разным силовым факторам могут отличаться на один- два порядка.


При плоском изгибе в балках и рамах учитывают только один изгибающий момент 
[image: image1323.wmf]y
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 или 
[image: image1324.wmf]x

M

;


при расчете шарнирных стержневых систем - только продольную силу 
[image: image1325.wmf]i
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;


в пространственных системах учитывают изгибающие моменты в двух главных плоскостях и крутящий момент 
[image: image1326.wmf]y

M

, 
[image: image1327.wmf]x
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  и 
[image: image1328.wmf]к
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4. Интеграл Мора для вычисления перемещений 

произвольно нагруженных брусьев

Вывод формулы проводится для случая плоского изгиба, соответственно учитывается только изгибающий момент 
[image: image1329.wmf]и

M

. В общем случае нагружения рассуждения аналогичны.

Постановка задачи:

Задана произвольная упругая система, загруженная силами 
[image: image1330.wmf](
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. Требуется определить перемещение произвольной точки 
[image: image1331.wmf]C

 в заданном   направле-

нии  
[image: image1332.wmf]1
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Для вывода формулы кроме заданной рассмотрим вспомогательную единичную  систему,  которая  представляет собой  заданную  упругую  систему   (рис. 105), к которой по направлению искомого перемещения приложена единичная сила 
[image: image1333.wmf]1
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[image: image1934.wmf]Введем обозначения:

    в заданной системе   -

    изгибающий момент - 
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    работа внешних сил  - 
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    в единичной системе -  

    изгибающий момент - 
[image: image1337.wmf]M


    работа силы     - 
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    энергия деформации -
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По первому свойству упругих систем справедливы равенства:

                                 
[image: image1340.wmf];
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Вывод формулы:

Загрузим систему последовательно сначала единичной силой  
[image: image1342.wmf]P

, а затем, не снимая ее, заданными силами 
[image: image1343.wmf]i
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. Из равенства энергии и работы после двух нагружений можно найти перемещение 
[image: image1344.wmf]D

.

Работа после первого нагружения 
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W

=

1

,

            после  второго нагружения 
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            суммарная
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Изгибающий момент после двух нагружений   
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Вычисляем 
[image: image1349.wmf]U
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[image: image1351.wmf]
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Приравниваем
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 По аналогии можно вывести формулу интеграла Мора для всех случаев нагружения.

5. Частные случаи записи интеграла Мора

При расчете разных упругих систем учитывают соответствующие силовые факторы, поэтому используют разные формы записи интегралов Мора.

1. Для шарнирных стержневых систем:
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2. Для плоских балок, рам и кривых брусьев
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3. Для пространственных систем
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6. Порядок определения перемещений по интегралу Мора

[image: image1935.wmf]Для определения перемещений надо рассмотреть заданную и единичную системы. При определении линейного перемещения по направлению искомого перемещения прикладывается единичная сила, а при определении угла поворота сечения – единичный  момент.

[image: image1936.wmf]H
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Вычерчиваем заданную и вспомогательную системы (рис. 106), разбиваем их на участки. Границы участков в обеих системах должны совпадать. Для двух систем по участкам записываем выражения силовых факторов 
[image: image1360.wmf]M

M

p

,

и составляем интегралы Мора,  вычислив которые, получим величину искомого перемещения.

Участок 
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7. Правило Верещагина для вычисления интеграла Мора

("перемножение" эпюр)

Интеграл Мора содержит силовые факторы от заданной нагрузки и единичных сил. Метод Верещагина основан на том, что эпюра от единичной силы и момента всегда прямолинейна, никогда не бывает параболы. Жесткость по участкам должна быть постоянной, чтобы ее можно было вынести за знак интеграла.

[image: image1937.wmf]
Вывод проводим на примере эпюр изгибающих моментов (рис. 107), но результат справедлив для любых эпюр, из которых одна линейная.


Постановка задачи: на участке балки 
[image: image1372.wmf]l

 с постоянной жесткостью 
[image: image1373.wmf]EI

 заданы эпюры 
[image: image1374.wmf]p
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и 
[image: image1375.wmf]М

. Эпюра 
[image: image1376.wmf]p

M

имеет произвольное очертание, эпюра 
[image: image1377.wmf]М

 - прямая линия без изломов.

Требуется вычислить интеграл
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Вычисления:
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[image: image1384.wmf]c
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Получено выражение, позволяющее вычислять интеграл Мора геометрически. Этот способ вычисления называется методом Верещагина.


Правило: Чтобы вычислить интеграл Мора по способу Верещагина нужно построить эпюры подинтегральных функций 
[image: image1385.wmf]p

M

и 
[image: image1386.wmf]М

, а затем площадь эпюры 
[image: image1387.wmf]p

M

, обозначаемую 
[image: image1388.wmf]p

w

, умножить на ординату с эпюры 
[image: image1389.wmf]М

 расположенную под центром тяжести площади 
[image: image1390.wmf]p

w

, обозначенную - 
[image: image1391.wmf]c

М

.


Примечание:  Если обе  "перемножаемые" эпюры прямолинейные, то, можно, наоборот, площадь брать с эпюры 
[image: image1392.wmf]М

, а ординату с эпюры  
[image: image1393.wmf]p
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.
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8. Практические приемы перемножения 

[image: image1938.wmf]1. Всякую эпюру, ограниченную прямой линией без изломов рекомендуется разбивать на треугольники (рис. 108), так как для них всегда легко определить площадь и ординату в центре тяжести. 

2. Если эпюра 
[image: image1395.wmf]p

M

 - парабола, то при любом ее расположения надо отделить параболический сегмент. При любом положении параболического сегмента ордината в центре равна 
[image: image1396.wmf]8
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, центр тяжести располагается в середине отрезка 
[image: image1397.wmf]l

 (рис. 109).

Площадь сегмента: 
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[image: image1939.wmf]
Примеры: 
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[image: image1940.wmf]
9. Теорема о взаимности работ и  перемещений

Рассматривается два состояния системы с заданными нагрузками (рис.111).
Теорема 1. Работа сил первого состояния на перемещениях, вызванных силами второго состояния, равна работе сил второго состояния на перемещениях, вызванных силами первого состояния, или 

[image: image1941.wmf]
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Последовательное нагружение

Доказательство:

Загрузим систему силой 
[image: image1402.wmf]1

P

, а затем, не снимая ее, силой 
[image: image1403.wmf]2
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(рис. 112) и вычислим работу
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Изменим порядок нагружения и снова вычислим работу 
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 EMBED Equation.2  

[image: image1942.wmf](
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Конечное состояние в обоих случаях одинаковое, значит, одинаковы силовые факторы, а, соответственно, и потенциальная энергия. Но 
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. Приравниваем
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[image: image1409.wmf]11

1

21

2

22

2

2

1

2

1

D

+

D

+

D

=

P

P

P



 EMBED Equation.2  


[image: image1410.wmf]21
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 что и требовалось доказать.

[image: image1943.wmf]Теорема 2.Если к системе одну и ту же силу прикладывать в разных точках, то перемещение первой точки при действии силы во второй точке, равно перемещению второй точки, при действии силы в первой точке (рис. 113).

Это получается как следствие из теоремы о взаимности работ. 

Если  
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P

P

=

=

2

1

,  то        
[image: image1412.wmf]21

12

D

=

D

.

При 
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 перемещения обозначают 
[image: image1414.wmf]d

.

Тогда теорему о взаимности перемещений можно записать   
[image: image1415.wmf]21

12

d

d

=

   или в более общем виде 
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Этим выражением будем дальше пользоваться.

СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫЕ СИСТЕМЫ

1. Понятие о статически неопределимых системах

Степень статической неопределимости
Рассматриваются только стержневые системы, то есть конструкции, состоящие из элементов, имеющих форму бруса. Различают три типа стержневых систем:

1. плоские - оси всех стержней расположены в одной плоскости, которая для них является одновременно главной плоскостью, и все нагрузки лежат в этой же плоскости;

2. плоско-пространственные - стержневая система плоская, а нагрузки лежат в перпендикулярной плоскости;

3. пространственные - все системы, не удовлетворяющие первым двум условиям.

[image: image1944.wmf][image: image1945.wmf]Статически неопределимой  называется система, в которой все опорные реакции и внутренние силовые факторы нельзя определить, используя уравнения равновесия и метод сечений.

Система будет внешне статически неопределимой, если из уравнений равновесия нельзя определить опорные реакции.[image: image1946.wmf]p
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ля плоской системы можем составить три уравнения равновесия. Данная система (рис. 115) имеет 10 опорных реакций, следовательно, она 7 раз статически неопределима[image: image1947.wmf]         
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Если обозначить через 
[image: image1418.wmf]R

 - число опорных реакций, то степень статической неопределимости равна
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          для плоской системы


[image: image1420.wmf]6
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          для пространственной системы.

[image: image1948.wmf]Если в системе есть промежуточные шарниры, то они уменьшают степень статической неопределимости.

Различают простые и кратные шарниры (рис. 116):

Один 
[image: image1421.wmf]n

 – кратный шарнир равен 
[image: image1422.wmf](
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 простому. Всякий простой шарнир снижает степень статической неопределимости на единицу.

Степень внешней статической неопределимости системы можно вычислить по формуле

[image: image1423.wmf]Ш
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где  
[image: image1424.wmf]R

- число опорных реакций, 

       
[image: image1425.wmf]Ш

 - число простых шарниров.

[image: image1949.wmf]Система будет внутренне статически неопределимой, если внутренние силовые факторы не удается определить по методу сечений.

Рассмотрим два примера:

Рама внешне статически определима, так как  
[image: image1426.wmf]3
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R

 (рис. 117). Для определения внутренних силовых факторов используем метод сечений. В любом сечении рамы будет по три силовых фактора, которые можно определить из трех условий равновесия части рамы. Эта рама внутренне статически определима.

Рассмотрим замкнутый контур. Рама внешне определима, так как  
[image: image1427.wmf]3

=

R

 (рис. 118). Применяем метод сечений. Чтобы часть рамы можно было отбросить, контур надо разрезать в двух местах, в каждом разрезе будет по три силовых фактора. Рассматривая равновесие части рамы, будем иметь шесть неизвестных силовых факторов и только три уравнения равновесия.

Правило: всякий жесткий замкнутый контур три раза статически неопределим. 

Если есть промежуточные шарниры, то  степень  статической  неопреде-

-лимости снижается. Степень внутренней статической неопределимости можно вычислить по формуле
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где
  
[image: image1429.wmf]K

 - число замкнутых контуров,

 
 
[image: image1430.wmf]Ш

 - число простых шарниров.

 Учитывая внутреннюю и внешнюю статическую неопределимость, можно записать общую формулу:
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2. Метод сил. Основная и эквивалентные системы

При расчете статически неопределимых систем можно применять разные способы.

При расчете по методу сил в заданной статически неопределимой системе удаляют "лишние" связи, число которых равно степени статической неопределимости. Реакции отброшенных связей являются неизвестными, для определения которых используются условия закрепления системы. Так как неизвестными являются силы, расчет назван - метод  сил.

Статически определимая система, которая получается из заданной отбрасыванием лишних связей, называется основной системой.

Она должна удовлетворять двум условиям: быть статически определимой и геометрически (кинематически) неизменяемой.

[image: image1950.wmf]Признаки геометрической изменяемости: все реакции параллельны; все реакции пересекаются в одной точке; три шарнира лежат на одной прямой.

 Из  приведенных  систем   (рис. 119)  только  1  и  5  могут быть основными

системами, так как все остальные геометрически изменяемые.

Если к основной системе приложить все заданные нагрузки и реакции отброшенных связей, то получим эквивалентную систему (рис. 120).
Она деформируется так же как заданная.

[image: image1951.wmf]Лишние неизвестные определяются из условий, что в эквивалентной системе перемещения по направлению отброшенных связей должны равняться нулю, так как деформация эквивалентной системы такая же, как в заданной, а заданы опоры неподвижные.

3. Канонические уравнения метода сил

Выведем уравнения для определения " лишних " неизвестных.

В эквивалентной системе перемещения по направлению 
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Этих условий столько, сколько лишних неизвестных. По третьему свойству упругой системы каждое перемещение можно записать в виде суммы перемещений от отдельных сил: заданных нагрузок 
[image: image1435.wmf]P

 и сил 
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K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K


Перемещения от неизвестных сил 
[image: image1440.wmf]1
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[image: image1441.wmf]2
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,... на основании второго свойства упругой системы можно записать в виде произведения перемещения от единичной силы на величину силы:
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[image: image1444.wmf]ik

d

 - перемещение по направлению 
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 от силы 
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После подстановки получим уравнения, которые называются каноническими, так как составляются по одному правилу ( канону),
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Каждое уравнение выражает условие, что перемещение по направлению одной из лишних неизвестных сил равно нулю.

Каждое слагаемое - перемещение, вызванное одним из внешних силовых факторов.

Коэффициенты уравнений - это перемещения. Их вычисляют по методу Мора- Верещагина " перемножением " соответствующих эпюр.
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- эпюра от заданной нагрузки 
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 в основной системе

При сложной нагрузке 
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 можно строить эпюры от каждой нагрузки отдельно и перемножать эпюры почленно, а результат сложить
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 EMBED Equation.3  [image: image1460.wmf]K

+

+

+

=

m

q

p

p

M

M

M

M

1



[image: image1461.wmf].....

)

(

)

(

)

(

)

(

1

+

´

+

´

+

´

=

´

=

D

i

m

i

q

i

p

i

p

ip

M

M

M

M

M

M

M

M


По теореме о взаимности перемещений  
[image: image1462.wmf]ki
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При разном числе неизвестных система имеет вид :

при одной "лишней" неизвестной
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при двух                               
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при трех 
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2

23

3

22

2

21

1

=

D

+

+

+

p

x

x

x

d

d

d



[image: image1468.wmf]0
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4. Порядок расчета рамы по методу сил

1. Определить степень статической неопределимости.

2. Выбрать основную систему. Начертить основную и эквивалентную системы, обозначив лишние неизвестные.

3. В основной системе построить эпюры моментов от заданной нагрузки и единичных лишних неизвестных. 
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4. Записать систему канонических уравнений, чтобы знать какие нужно вычислить коэффициенты.

5. Вычислить коэффициенты канонических уравнений, используя правило Верещагина (перемножение эпюр).

6. Составить систему канонических уравнений и решив ее найти неизвестные 
[image: image1470.wmf]K
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 Решение проверить подстановкой. 

На этом раскрытие статической неопределимости заканчивается. Дальнейший   расчет  проводится   как  для  статически  определимой  рамы.  Можно

 строить эпюры и определить перемещения.

5. Использование симметрии при расчете рам

Наличие геометрической и силовой симметрии в расчетной схеме обычно позволяет снизить степень статической неопределимости. При расчете симметричных рам основная система всегда выбирается симметричной (рис. 121).

[image: image1952.wmf]Лишние  неизвестные могут быть симметричные и кососимметричные. Эпюpы моментов от симметричных неизвестных всегда симметричны, а от кососимметричных - кососимметpичны.

[image: image1953.wmf]Pассмотрим симметричную раму с произвольной нагрузкой (рис. 122).

Пpоизведение симметричной эпюры на кососимметричную равно нулю, так как результат "перемножения"  на  левой  и  правой  половине  будет  с разными знаками и при суммировании взаимно уничтожится.

В результате этого упрощается система уравнений.

Эпюра  
[image: image1471.wmf]1
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  - кососимметрична, а 
[image: image1472.wmf]2
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 и 
[image: image1473.wmf]3
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   - симметричны, следовательно:
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EMBED Equation.3[image: image1475.wmf].
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[image: image1478.wmf]0
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EMBED Equation.3[image: image1481.wmf]0
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Система  уравнений  распадается  на  две,  в  одну  входят только кососимметричные неизвестные, а в другую - симметричные.

Пусть нагрузка симметричная (рис. 123), тогда 
[image: image1482.wmf]p
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. Получим  
[image: image1484.wmf]0
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.  При   симметричной   нагрузке  кососимметричные неизвестные равны нулю.

Пусть нагрузка кососимметричная (рис. 124). 
[image: image1485.wmf]p
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 - кососимметричная,
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[image: image1487.wmf].
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[image: image1954.wmf]При кососимметричной нагрузке симметричные неизвестные равны нулю.

6. Статически неопределимые балки.

Выбор основной системы.
При большой длине пролета 
[image: image1489.wmf]max

M

 и 
[image: image1490.wmf]max

f

 могут оказаться больше допустимой   величины.  Приходится  ставить   промежуточные  опоры,  при   этом появляются новые реакции, балка становится статически неопределимой (рис. 125). В статически неопределимой балке при равных нагрузках 
[image: image1491.wmf]max
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 и 
[image: image1492.wmf]max
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 будут меньше чем в статически определимой. 

Статически неопределимые балки, как и рамы, рассчитывают по методу сил. Есть только особенность в выборе основной системы.

Рассмотрим пример (рис. 126). Если за "лишние" неизвестные принять реакции опор, то единичные эпюры и 
[image: image1493.wmf]p
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 распространяются  на  всю  длину  балки.  Пpи вычислении коэффициентов канонических  уравнений  надо  перемножать эпюры на многих участках. Удобнее в качестве   основной   системы  принимать  балку  с  [image: image1955.wmf]промежуточными  шарнирами, установленными на опорах.  Лишними  неизвестными  будут  моменты
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[image: image1956.wmf]Поскольку  балка  стала  разрезная,  каждый ее пролет работает самостоятельно, через  шарнир момент не передается. Эпюры 
[image: image1495.wmf]p
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 и 
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EMBED Equation.3[image: image1497.wmf]будут проще на меньшей длине  и  их  легче  перемножать. 

 Вывод: при расчете статически неопределимых балок в качестве основной системы принимается разрезная балка с промежуточными шарнирами  на опорах. Опоры нумеруются слева направо, начиная с нуля, а пролеты с единицы.

7. Уравнение трех моментов.
Расчет  статически  неопределимых  балок  проводится  всегда  при  одинаковых основных  системах,  поэтому  можно  получить  общие  формулы  для  вычисления коэффициентов  канонических  уравнений  и  при  расчете не перемножать  эпюры.  Рассмотрим   два   соседних   пролета  балки 
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 и 
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 (рис. 127).
 Выписываем 
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-ую строку системы канонических уравнений
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EMBED Equation.3[image: image1505.wmf]0
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[image: image1957.wmf]Рассмотрим,  какие  слагаемые равны нулю. Строим единичные эпюры, каждая только на двух соседних пролетах. Эпюpа 
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   имеет общие участки только с 
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Эпюра 
[image: image1511.wmf]p
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 в общем случае распространяется на всю длину балки в n-ой строке канонических  уравнений  остается  только  три  слагаемых, содержащих 
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Вычислим коэффициенты                                            

[image: image1958.wmf]
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[image: image1518.wmf](
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Для вычисления свободного члена вычертим эпюры 
[image: image1519.wmf]P
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 и 
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 (рис. 128). Обозначим 
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 (грузовой эпюры) на соответствующих пролетах;  
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 – центры тяжести этих площадей; 
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 – расстояния от 
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Подставим все данные коэффициенты в уравнение (
[image: image1536.wmf]*
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При расчете статически неопределимой балки составляют столько уравнений трех моментов, сколько лишних неизвестных, давая значения 
[image: image1539.wmf]n

=1, 2, 3….
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Порядок расчета по уравнению трех моментов.

1. Вычерчиваем расчетную схему (рис. 129).

2. [image: image1959.wmf]-

Нумеруем слева направо: опоры, начиная с нуля, пролеты – с единицы.

3. Определяем степень статической неопределимости. Лишних неизвестных столько, сколько промежуточных опор 
[image: image1541.wmf]1

x

, 
[image: image1542.wmf]2

x

. Моменты на крайних опорах всегда известны 
[image: image1543.wmf];
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[image: image1544.wmf]0
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4. Строим эпюры грузовых моментов (для каждого пролета как для отдельной балки). Опорные моменты не учитываем.

5. Составим нужное число уравнений. (В данном примере 2). В уравнениях должно быть все известно, кроме 
[image: image1545.wmf]1

M

 и 
[image: image1546.wmf]2

M

.

6. Решив систему уравнений, найдем 
[image: image1547.wmf]1

M

,
[image: image1548.wmf]2

M

. Балка становится статически определимой.

Применение уравнения трех моментов к балкам с жесткой заделкой и консолями.

1. Жесткая заделка заменяется дополнительным пролетом, длина которого в формулах принимается равной нулю (рис. 130).

2. Консоль отбрасывается и заменяется моментом на крайней опоре. Эпюра этого момента не строиться. Его численное значение подставляют в уравнение трех моментов с соответствующим знаком.
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 силовая  плоскость
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8. Построение эпюры 
[image: image1558.wmf]Q

 и определение опорных реакций для статически неопределимой балки.

Реакции можно определять после того, как найдены опорные моменты. Определение реакций и построение эпюры 
[image: image1559.wmf]Q

 можно проводить двумя способами.

[image: image1961.wmf]           1. Заменить балку несколькими статически определимыми, разрезав ее по промежуточным шарнирам (рис. 131). В местах разреза следует приложить опорные моменты с учетом знаков.

На рисунке направления моментов соответствуют знаку 
[image: image1560.wmf](
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; если 
[image: image1561.wmf]0
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i

M

, надо направить их в другую сторону или в уравнения равновесия подставлять со знаком минус. 

Для каждой балки отдельно находим реакции. Реакция на промежуточной опоре равна сумме реакций, полученных от соседних двух пролетов.

Зная 
[image: image1562.wmf]R

 можно строить эпюру 
[image: image1563.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1564.wmf]Q

 обычным способом.

            2. По известной окончательной эпюре моментов можно построить 

эпюру
[image: image1565.wmf] 
[image: image1566.wmf]Q

, используя дифференциальную зависимость 
[image: image1567.wmf]dx

dM

Q

=

 и по эпюре определить реакции. 

Для участка балки, где эпюра 
[image: image1568.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1569.wmf]M

 – прямая линия: 

                                  
[image: image1570.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1571.wmf].
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Для участка балки, где 
[image: image1572.wmf]M

 – парабола, в выражения для 
[image: image1573.wmf]Q

 надо добавить слагаемые учитывающие распределенную нагрузку 
[image: image1574.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1575.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1576.wmf]q
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 EMBED Equation.3  [image: image1578.wmf].
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Если на участке балки с нагрузкой 
[image: image1579.wmf]q

 есть сила 
[image: image1580.wmf]P

 или момент, то полученную формулу применяют по участкам между ними

Например: 

Участок 
[image: image1581.wmf]AB

. 
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Участок 
[image: image1584.wmf]BC
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По формуле (1)
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Участок 
[image: image1587.wmf]CD
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ГИПОТЕЗЫ ПРОЧНОСТИ

При оценке прочности различных конструкций и машин часто приходится учитывать, что многие их элементы и детали работают в условиях сложного напряженного состояния.

При возрастании действующей нагрузки главные напряжения будут увеличиваться и при некотором определенном значении наступит опасное или, так называемое, предельное напряженное состояние материала в исследуемой точке.

Для пластичного материала за предельное принимается такое напряженное состояние, при котором начинают развиваться заметные остаточные (пластические) деформации.

Для хрупкого материала предельным считается напряженное состояние, которому соответствует начало разрушения.

При одноосном растяжении (сжатии) предельное значение единственного главного напряжения определяется непосредственно из опыта и принимается равным:

- для пластичных материалов – пределу текучести 
[image: image1593.wmf]T

s

;

- для хрупких материалов – пределу прочности 
[image: image1594.wmf]в

s

.

Коэффициенты запаса по отношению к указанным пределам равны:

- для пластичных   
[image: image1595.wmf]s
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T
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;

- для хрупких   
[image: image1596.wmf]s
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где 
[image: image1597.wmf]s

 -  известная расчетная величина напряжения.

При плоском и объемном напряженных состояниях развитие деформации и разрушение материала происходит уже при действии двух или трех главных напряжений для которых число встречающихся на практике соотношений по величине и знаку не ограничено. Поэтому число опытов, которые необходимо было бы провести для выявления предельных значений напряжений, также велико и в связи с этим постановка таких опытов затруднительна и практически неосуществима.

Таким образом, возникает необходимость создания такой методики расчета, которая позволяла бы оценить степень опасности любого напряженного состояния для того или иного материала, основываясь на результатах опытов при простом растяжении и сжатии.

Решение этой задачи осуществляется с помощью теорий предельных напряженных состояний или гипотез прочности.

Эти гипотезы основываются на предпосылке:

два каких-либо напряженных состояния считаются равнопрочными и равноопасными, если они при пропорциональном увеличении главных напряжений в одно и то же число раз одновременно становится предельными.

В этом случае коэффициент запаса прочности для обоих напряженных состояний одинаков.

В качестве одного из равноопасных напряженных состояний принимается одноосное растяжение (рис. 133, а), а в качестве другого- напряженное состояние, опасность которого для данного материала необходимо оценить. Изучаемое напряженное состояние задано тремя главными напряжениями 
[image: image1598.wmf]3
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 (рис. 133, б) при соблюдении алгебраического неравенства 
[image: image1599.wmf]3
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[image: image1963.wmf]+


[image: image1600.wmf]
Первая гипотеза прочности. Гипотеза наибольших нормальных напряжений.

Ее возникновение связывают с именем Галилео Галилея (Италия, 1564-1642 г.), который первым исследовал прочность балок.

Причиной наступления предельного  напряженного состояния являются наибольшие нормальные напряжения.

Условие нарушения прочности:


[image: image1601.wmf]0
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где 
[image: image1602.wmf]1

s

 - наибольшее из главных напряжений для исследуемого напряженного состояния;

      
[image: image1603.wmf]0

s

 - предельное напряжение полученное из опыта на одноосное растяжение.

Условие прочности:


[image: image1604.wmf]]
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где 
[image: image1605.wmf]n
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 – допускаемое напряжение;


[image: image1606.wmf]n

- коэффициент запаса прочности (
[image: image1607.wmf]1

>

n

).

Недостатком гипотезы является то, что ею не учитываются два других главных напряжения 
[image: image1608.wmf]2

s

 и 
[image: image1609.wmf]3

s

, которые влияют на прочность материала. (Например, при всестороннем сжатии цементного кубика он не разрушается от напряжений, превосходящих предел прочности во много раз).

Первая гипотеза прочности имеет чисто историческое значение и в настоящее время не применяется.

Вторая гипотеза прочности. Гипотеза наибольших удлинений (гипотеза максимальных относительных линейных деформаций).

Причиной наступления предельного напряженного состояния в материале являются наибольшие относительные удлинения.

Общее условие разрушения для объемного напряженного состояния, когда главные деформации 
[image: image1610.wmf]3
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1

max

e

e

e

=

=

,

где 
[image: image1612.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image1613.wmf]1

e

 - расчетная величина наибольшего удлинения для исследуемого напряженного состояния;


[image: image1614.wmf]0

e

- предельное опытное значение относительного удлинения, при одноосном растяжении.

Как известно, из обобщенного закона Гука можно записать


[image: image1615.wmf][

]

)

(

1

3

2

1

1

s

s

m

s

e

+

-

=

E

;

Используя закон Гука при одноосном растяжении-сжатии, запишем


[image: image1616.wmf]E
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Тогда условие разрушения записывается в виде
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Левую часть формулы назовем расчетным напряжением 
[image: image1618.wmf]расч

s

.

Условие прочности: 


[image: image1619.wmf]]
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Нужно иметь в виду, что данное условие прочности применимо лишь в случае, когда величина 
[image: image1620.wmf]расч

s

 положительна.

Многочисленные опыты показывают, что теория не отражает во всех случаях действительного характера поведения материала.

Недостатки: используется закон Гука. А он справедлив только для упругих деформаций. Гипотеза в большей степени оправдывается для хрупких материалов. 

Третья гипотеза прочности. Гипотеза наибольших касательных напряжений.

Причиной наступления предельного напряженного состояния являются наибольшие касательные напряжения.

Общее условие разрушения:


[image: image1621.wmf]0
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где 
[image: image1622.wmf]max

t

- расчетная величина наибольшего касательного напряжения для исследуемого напряженного состояния;


[image: image1623.wmf]0

t

- предельное опытное значение касательного напряжения, определяемое из опыта на одноосное растяжении. 

Как известно, в случае объемного напряженного состояния наибольшее касательное напряжение
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 а в случае одноосного растяжения-сжатия
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Тогда условие разрушения запишется в виде 
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Условие прочности
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Для плоского напряженного состояния:
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Для упрощенного плоского напряженного состояния (
[image: image1629.wmf]t
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Недостатки гипотезы:

1) в случаях объемного напряженного состояния не учитывается влияние главного напряжения 
[image: image1631.wmf]2

s

.

2) Так как с касательными напряжениями связаны деформации сдвига, а экспериментами показано, что сдвиги бывают только у пластичных материалов, то третья гипотеза пригодна лишь для пластичных материалов, одинаково сопротивляющихся сжатию и растяжению. 

Однако, данная гипотеза широко используется в настоящее время.

Четвертая гипотеза прочности. Гипотеза потенциальной энергии формоизменения.

Причиной наступления предельного напряженного состояния материала является достижение удельной потенциальной энергией формоизменения своей критической величины. 

Гипотеза основывается на предположении о том, что количество удельной потенциальной энергии деформации, накопленной к моменту наступления предельного напряженного состояния в материале, одинаково как при любом сложном напряженном состоянии, так и при простом растяжении.

Гипотеза связывается с развитием только пластических деформаций, характеризующихся изменением формы тела без изменения объёма. 

Полная удельная  потенциальная энергия состоит из двух частей: 


[image: image1632.wmf]Ф
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где 
[image: image1633.wmf]V

U

- энергия, вызывающая только изменения объема;


[image: image1634.wmf]Ф

U

- энергия, вызывающая только изменения формы кубика с ребром равным единице.

Условие отсутствия пластических деформаций:


[image: image1635.wmf]ФО
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где 
[image: image1636.wmf]Ф

U

- расчетная величина энергии формоизменения для исследуемого напряженного состояния;


[image: image1637.wmf]ФО

U

- предельное опытное значение той же энергии при одноосном растяжении.

В общем случае напряженного состояния энергия формоизменения определяется по формуле:
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В случае предельного состояния текучести при простом растяжении
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где 
[image: image1640.wmf]0
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 – предельное опытное значение напряжения при одноосном растяжении.

Условие прочности:
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где 
[image: image1642.wmf]]
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 – допускаемое напряжение при растяжении.

В частном случае плоского напряженного состояния при  
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 условие прочности записывается в виде
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Гипотеза удельной потенциальной энергии формоизменения хорошо согласуется с опытом для пластических материалов и широко используется в настоящее время.

Гипотеза прочности Мора. 

Гипотеза основана на экспериментальных данных, устанавливающих зависимость прочностных свойств материала от вида напряженного состояния.

Как и гипотеза наибольших касательных напряжений, гипотеза Мора учитывает два главных напряжения:
[image: image1647.wmf]max
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  и  
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При этом, в отличие от третьей гипотезы прочности, учитывается различное сопротивление материала растяжению и сжатию.

Предполагают, что напряжение 
[image: image1649.wmf]2

s

 оказывает незначительное (10-15 %) влияние на прочность.

На основании опытов для ряда предельных напряженных состояний определяются предельные напряжения  
[image: image1650.wmf]1

s

 и  
[image: image1651.wmf]3

s

  и  строят предельные круги Мора. Круги Мора представляют собой интерпретации напряженных состояний. 

Строят огибающую этого семейства предельных кругов (рис. 134). 

По гипотезе Мора область прочности находится внутри этой огибающей.

Для точного построения огибающей нужно провести много опытов, что невозможно. 


[image: image1652.wmf]
[image: image1964.wmf]m


На практике в целях упрощения строят два главных круга для одноосного растяжения и одноосного сжатия и огибающую заменяют двумя прямыми -  касательными (рис. 135).
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[image: image1965.wmf]
Здесь 
[image: image1654.wmf]ос
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 и 
[image: image1655.wmf]ор
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 - предельные напряжения при сжатии и растяжении.

Границы области прочностных состояний устанавливают линейную зависимость между 
[image: image1656.wmf]1
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  и 
[image: image1657.wmf]3
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 напряженного состояния, главный круг которого касается этих прямых:
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Условие прочности запишется следующим образом:


[image: image1661.wmf]]

[

3

1

s

s

s

s

£

-

=

K

расч

.

Коэффициент 
[image: image1662.wmf]K

 позволяет учитывать различные сопротивления материала растяжению и сжатию.

В случае 
[image: image1663.wmf]1
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, условие прочности будет таким же, как и по третьей гипотезе прочности.

Теория прочности Мора применима как для хрупких, так и для пластичных материалов. При этом в качестве 
[image: image1664.wmf]ор
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 и   
[image: image1665.wmf]ос

s

 принимают: 

- для хрупких материалов - предел прочности;

- для пластичных - предел текучести.

Теория Мора дает наиболее достоверные результаты для напряженных состояний, круги которых занимают положение в промежутке между главными кругами растяжения и сжатия.

СЛОЖНОЕ СОПРТИВЛЕНИЕ

1. Общие понятия.

Если в сечении бруса при заданной нагрузке действует несколько силовых факторов, говорят, что брус работает в условиях сложного сопротивления. 

Каждый случай сложного сопротивления можно всегда разложить на простые деформации: растяжение – сжатие, изгиб в двух главных плоскостях и кручение. Следует помнить, что все формулы для напряжений выведены относительно главных центральных осей, соответственно все силы проектируются на эти оси и относительно них берутся моменты.

[image: image1966.wmf]В общем случае имеем шесть силовых факторов (рис. 136). Три силовых фактора 
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 – продольная сила и 
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 – изгибающие моменты вызывают нормальные напряжения, которые в каждой точке сечения направлены по одной прямой (рис. 137), так как перпендикулярны к плоскости сечения, их можно сложить алгебраически
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Знаки берутся по смыслу: плюс – растяжение, минус – сжатие.


[image: image1671.wmf]y

y

Q

R

=

, 
[image: image1672.wmf]x

x

Q

R

=

 дают касательные напряжения, которые обычно не учитываются.
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Складывать 
[image: image1678.wmf]s

 и 
[image: image1679.wmf]t

 нельзя ни алгебраически, так как они не по одной прямой, ни геометрически, так как полное напряжение не используется в расчете на прочность. Расчетное напряжение вычисляют по одной из гипотез прочности.


Далее рассматриваются наиболее распространенные частные случаи сложного сопротивления.

2. Изгиб с растяжением (сжатием)

К двутавровой балке приложена сила 
[image: image1680.wmf]P

 параллельная оси (рис. 138). 

[image: image1967.wmf]
Рассмотрим какие силовые факторы дает сила 
[image: image1681.wmf]P

 в произвольном сечении 
[image: image1682.wmf]z
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Возникает два силовых фактора: растягивающая сила и момент, изгибающий балку в вертикальной плоскости. Напряжения вычисляются отдельно от каждого силового фактора и складываются. Строим эпюры напряжений. 
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Максимальные напряжения действуют в верхних точках, это опасные точки. Нейтральная ось смещена от центра тяжести сечения.

Пример: Проверить прочность балки (рис. 139).

[image: image1968.wmf]Строим эпюры 
[image: image1685.wmf]N

 и 
[image: image1686.wmf]M

, чтобы определить опасное сечение, в котором 
[image: image1687.wmf]N

 и 
[image: image1688.wmf]M

 максимальные. 
[image: image1689.wmf]С

 – опасное сечение. 

В опасном сечении находим опасные точки, в которых 
[image: image1690.wmf]max
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 и 
[image: image1691.wmf]max
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 имеют одинаковые знаки и складываются. Опасные точки сверху. 

Записываем условие прочности 
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3. Косой изгиб. Пространственный изгиб.

            Косой изгиб.                           Пространственный изгиб. 
         

[image: image1969.wmf]В обоих случаях нагружения в сечениях будет действовать по две пары силовых факторов: изгибающие моменты и поперечные силы в двух главных плоскостях. Силы 
[image: image1693.wmf]y
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, 
[image: image1694.wmf]x
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 учитывать не будем.

Рассматривая косой изгиб для удобства положительным будем считать момент, вызывающий в первом координационном углу растягивающие напряжения.

[image: image1970.wmf]1. Напряжения в произвольной точке (рис. 142): 
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[image: image1696.wmf]y

, 
[image: image1697.wmf]x

 берутся со знаками. 

2. Нулевая линя или нейтральная ось – линия в точках которой напряжения равны нулю 
[image: image1698.wmf]0
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.

[image: image1971.wmf]
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Получили уравнение прямой, проходящей через начало координат.

Для  частного  случая   косого   изгиба   (рис. 143).
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[image: image1702.wmf];
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[image: image1703.wmf]b
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Получаем, что 
[image: image1704.wmf]b
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, то есть нейтральная ось не перпендикулярна силовой линии при 
[image: image1705.wmf]x
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. Только в частном случае 
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 (круг и квадрат) ось и сила будут перпендикулярны. 

3. Максимальные напряжения возникают в точках, наиболее удаленных от нейтральной оси. Для прямоугольных сечений и сечений, вокруг которых можно описать прямоугольник, это угловые точки. Их координаты являются 
[image: image1707.wmf]max
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 для сечения.
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[image: image1710.wmf];
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[image: image1972.wmf]Условие прочности:
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Для проверки прочности при косом или пространственном изгибе нужно построить эпюры в двух главных плоскостях и по ним определить опасные сечения, в которых 
[image: image1713.wmf]y

M

 и 
[image: image1714.wmf]x

M

 одновременно или в отдельности имеют максимумы.

Величины 
[image: image1715.wmf]y

M

 и 
[image: image1716.wmf]x

M

 для каждого сечения берут по эпюрам.

[image: image1973.wmf]Нельзя в условия прочности подставлять моменты максимальные из разных сечений, так как это не будет соответствовать условиям нагружения.

[image: image1974.wmf]4. Прогиб при косом изгибе вычисляется отдельно от изгиба в каждой плоскости, а затем производиться геометрическое сложение (рис. 145).
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[image: image1719.wmf].
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[image: image1975.wmf]
[image: image1721.wmf]b
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– направление прогиба при косом изгибе не совпадает с направлением силы (рис. 147), отсюда и название “косой” изгиб. Косого изгиба не бывает в круглом и квадратном сечении, так как 
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Прогиб всегда перпендикулярен нейтральной оси, так как 
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Для высоких и узких сечений /двутавр, прямоугольник/ 
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 (рис. 147). Косой изгиб опасен, так как даже при малом отклонении силы от вертикали может возникнуть большой прогиб в направлении малой жесткости, и произойдет потеря устойчивости изгиба.

4. Внецентренное сжатие  (растяжение) 

Это такой случай нагружения, когда сила параллельна оси бруса, но не проходит через центр тяжести сечения. 

Сила 
[image: image1729.wmf]P

 приложена в точке 
[image: image1730.wmf](
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 (рис. 148). 

1. Силовые факторы в сечении:
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По длине бруса напряженное состояние не изменяется, так как силовые факторы от координаты 
[image: image1733.wmf]z

 не зависят.

2. Напряжения в произвольной точке 
[image: image1734.wmf](
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. Все силовые факторы дают 
[image: image1735.wmf]s

, поэтому напряжения от трех силовых факторов можно сложить алгебраически:
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 EMBED Equation.3  [image: image1737.wmf].
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В формуле берется знак минус, если сила сжимающая, координаты точек представляются с учетом знаков. 

Знак каждого слагаемого можно определить по смыслу, не пользуясь правилами (растяжение – плюс, сжатие – минус).

 3. Линия, в точках которой напряжения обращаются в нуль, называются нулевой линией  (н.л.) или нейтральной осью (н.о.).

[image: image1977.wmf]Получим ее уравнение: 
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[image: image1740.wmf];
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Построим нейтральную ось по отрезкам на осях  (рис. 149)
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[image: image1745.wmf];
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Точка приложения силы и нейтральная ось всегда располагаются в противоположных координатных углах, поскольку 
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 и 
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 имеют противоположные знаки (рис. 150). 

Нейтральная ось – граница растянутой и сжатой зоны.

4. Опасными являются точки, наиболее удаленные от нейтральной оси. Для произвольного сечения их находят графически, проводя касательные к контуру, параллельные нейтральной оси. Для сечений, вокруг которых можно описать прямоугольник, это будут угловые точки. На рис.149 показаны опасные точки и эпюра напряжений.
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Чтобы вычислить 
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 нужно в общую формулу для напряжений подставить вместо 
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 с учетом знаков. (В условие прочности напряжения подставляются по абсолютной величине).

5. Область вокруг центра тяжести, в которой нужно приложить силу, что бы в сечении напряжения были одного знака, называется ядром сечения. 

Границей растянутой и сжатой зоны является нейтральная ось. Что бы напряжения были одного знака, нейтральная ось должна не пересекать сечение, а проходить вне его или по касательной к контуру (рис. 151).

[image: image1979.wmf] Задача отыскания ядра сечения обратна задаче отыскания нейтральной оси. Задается положение нейтральной оси по касательной к сечению и определяется где должна быть приложена сила
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это координаты точек ядра.

Отрезки 
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 измеряются по чертежу. Для каждой касательной находится одна точка. Вычисления проводят несколько раз.

5. Изгиб с кручением круглых брусьев.

[image: image1980.wmf]На изгиб с кручением работают все валы в машинах, станках, двигателях. В том сечении вала, где на него насажена шестерня или шкив ременной передачи, на вал передается сила, изгибающая его, и крутящий момент (рис. 152). Методами теоретической механики определяются силы и моменты, передающиеся на вал. По известным нагрузкам можно построить эпюры изгибающих моментов в двух перпендикулярных плоскостях и крутящих моментов.
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 (рис. 153). Требуется записать условие прочности.
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Суммарный изгибающий момент действует в плоскости перпендикулярной вектору 
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2.Вычислим напряжения от крутящего момента 
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Они имеют максимум на поверхности вала.

3.Опасными точками от совместного изгиба и кручения будут точки 
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При совместном действии 
[image: image1781.wmf]s

 и 
[image: image1782.wmf]t

 расчетное напряжение вычисляется по одной из теорий прочности.


По третьей теории (наибольших касательных напряжений)
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После подстановки 
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Соответственно условие прочности имеет вид 
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По четвертой (энергетической) теории:
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Условие прочности имеет вид.
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В расчетах используют обе теории, хотя результаты будут отличаться, но это не погрешность вычислений, а различие принятых предельных состояний.

6. Изгиб с кручением прямоугольных брусьев.
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Пусть известно, что в прямоугольном сечении действуют три момента (рис. 154). Требуется проверить прочность. 

В прямоугольном сечении 
[image: image1790.wmf]x

y

I

I

¹

, силовая плоскость не перпендикулярна нейтральной оси. Поэтому нельзя свести два изгиба к одному плоскому, как в круглом сечении.

[image: image1983.wmf]Вычислим напряжения от каждого момента отдельно, построим эпюры их распределения по сечению (рис. 155), найдем опасные точки и по ним оценим прочность сечения.
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Максимумы напряжений не совпадают, поэтому проверяется три точки, соответствующие отдельным максимумам.
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Прочность проверяется по нормальным напряжениям, так как 
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Точка 
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[image: image1802.wmf]Прочность проверяется с использованием одной из теорий прочности, так как 
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Точка 
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Рис. 120.





Заданная система 4 раза    основная система        Эквивалентная система


 статически неопределима                                           �EMBED Equation.3��� - лишние 


                                                                                               неизвестные
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Рис. 121.





    Заданная система       Эквивалентная на основе      Группируем неизвестные,


    6 раз статически               симметрии � EMBED Equation.3  ���                3 раза статически 


                                                � EMBED Equation.3  ���    � EMBED Equation.3  ���                     неопределима





Рис. 122.





Геометрическая    Основная сис-       Кососимметри-   Симметричная 


               симметрия есть,    тема симмет-            ная эпюра                    эпюра


           силовой нет              тричная


           3 раза статич.      �EMBED Equation.3���- кососимметр. 


           неопределима     �EMBED Equation.3���-симметричн.
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Рис. 123





Рис. 124.





Замкнутая рама              С учетом симметрии     С учетом симметрии


3 раза неопределима           2 раза неопределима      1 раз неопределима
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Рис. 125.
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Рис. 132.
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Рис. 138.
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Рис. 139.
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Линия действия силы не                 Силы лежат в двух главных


совпадает с главными осями                         плоскостях





                          Рис. 140.                                            Рис. 141. 
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Рис. 142.
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Рис. 143.
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Рис. 144.
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Рис. 145.
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Рис. 146.
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Рис. 148.
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Рис. 149.
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Рис. 150.
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Рис. 151.
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Рис. 152.
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Рис. 153.
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Рис. 154.
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Рис. 155.
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