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ПРОЧНОСТЬ ПРИ НАПРЯЖЕНИЯХ, ЦИКЛИЧЕСКИ

                  ИЗМЕНЯЮЩИХСЯ  ВО ВРЕМЕНИ

1. Понятие о циклических нагрузках.

Все движущиеся элементы машин работают в условиях циклических нагрузок. Это нагрузки периодически изменяющиеся, то есть повторяющиеся через определенные промежутки времени.
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Циклические нагрузки могут быть результатом действия постоянных сил, периодичность создается за счет движения. Например, вращающийся вал, изгибаемый силами, возникающими в местах зацепления шестерен, работает при циклической нагрузке, так как точки вала при его вращении непрерывно перемещаются по окружности из растянутой зоны в сжатую (Рис. 156).
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2. Усталостное разрушение.

Опыт показывает, что при циклических напряжениях разрушение элементов машин происходит при напряжениях, которые значительно ниже предела статической прочности, и даже предела текучести. При разрушении не наблюдается пластических деформаций. На изломе разделяются две зоны: гладкая и крупнозернистая (рис. 157).

                                     Картина разрушения
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  при статической нагрузке                     при циклической

Первоначально считалось, что при повторных нагружениях изменяется [image: image841.wmf]-

+
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структура материала и назвали это явление усталостью металла. Позднее было установлено, что изменения структуры не происходит, развитие излома начинается с образования трещины, получающейся там, где есть местные дефекты материала. В процессе переменного нагружения края трещины то сходятся, то расходятся, при этом сглаживаются, так образуется гладкая зона излома. Сечение постепенно уменьшается и, наконец, разрушается. Зернистая зона – след долома детали.

Прочность при циклических нагрузках называют циклической прочностью или выносливостью, или усталостной прочностью. Все эти термины встречаются в литературе.

[image: image842.wmf]3. Характеристики циклических напряжений.

[image: image843.wmf]Экспериментами установлено, что изменение напряжений внутри цикла не влияет на циклическую прочность. Основную роль играет минимальное и максимальное напряжение. Указанные циклы равнопрочны.

Для удобства обычно изображают синусоидальный цикл.

Представим на графике зависимость циклического напряжения от времени (рис. 158).

Основные характеристики цикла:
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 – максимальное и минимальное напряжения цикла;


[image: image5.wmf]max

min

s

s

=

r

 - коэффициент асимметрии цикла;
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 – среднее напряжение;

[image: image844.wmf]
[image: image7.wmf]a

s

 – амплитудное напряжение.

Независимыми являются только два напряжения, так как между ним существует зависимость:
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Наиболее часто встречающиеся циклы и их характеристики:

1. Симметричный (рис. 159)
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2. Пульсирующий (пульсационный) (рис. 160)
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3. [image: image846.wmf]Постоянное напряжение (рис. 161)
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Всякий несимметричный цикл можно рассматривать как сумму постоянного напряжения и симметрического цикла.

Циклы, имеющие одинаковый коэффициент асимметрии называются подобными. Они имеют равное отношение 
[image: image24.wmf]m

a

s

s

.

4. Кривые усталости и предел выносливости.

Для характеристики прочности материала при циклических нагрузках определяется предел выносливости. Для него принято обозначение 
[image: image25.wmf]r
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. В соответствии с коэффициентом асимметрии для разных циклов будут разные обозначения:

при симметричном цикле 
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при пульсирующем цикле 
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, предел выносливости 
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при статическом нагружении 
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Пределом выносливости называется максимальное напряжение цикла, при котором образец выдерживает неограниченное число циклов нагружения не разрушаясь.

Предел выносливости зависит от вида цикла. Самый низкий предел выносливости при симметричном цикле, 
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. Его обычно и определяют, так как это наиболее просто.

Испытательная машина НУ, 3000 об/мин.

Образцы полированные с диаметром рабочей части 
[image: image33.wmf]d

=7,5..10 мм. Длина образца  и  головок  определяется  конструкцией  машины.  Образец  через подшипники нагружается грузами, в рабочей части создаётся чистый изгиб (рис. 162). Величина напряжений задаётся испытателем выбором соответствующих грузов. Образец приводится во вращение. В результате этого создаётся симметричный цикл, с напряжениями


[image: image34.wmf].

.

min

max

о

н

W

M

=

-

=

s

s


По счётчику на машине определяется сколько циклов нагружений 
[image: image35.wmf]N

 (оборотов) выдержит образец до разрушения.

Испытания дают большой разброс, поэтому при одном и том же напряжении испытывают 3-5 образцов.

[image: image848.wmf]Испытания начинают с напряжений близких к 
[image: image36.wmf]Т

s

, а затем напряжения постепенно снижают. Фиксируется число циклов 
[image: image37.wmf]N

, при которых образец разрушится. Чем меньше напряжение, тем больше циклов выдержит образец. По результатам испытаний строят кривую усталостной прочности (кривая Веллера) (рис. 163).

Уменьшая 
[image: image38.wmf]s

, получим, что образец стоит несколько дней не разрушаясь. Испытания прекращают, если образец выдержал базовое число циклов 
[image: image39.wmf]0
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:
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=107 – для чёрных металлов;


[image: image41.wmf]0

N

=108 – для цветных металлов.

Кривая усталостной прочности для стали имеет горизонтальную асимптоту, её ордината определяет предел выносливости. Для цветных металлов асимптоты нет, поэтому и принято большее базовое число циклов.

[image: image849.wmf]
[image: image42.wmf]N

 – число очень большое, кривые усталостной прочности удобнее строить в полулогарифмических координатах, тогда график имеет вид двух прямых (рис. 164).

В некоторых случаях для элементов конструкций, срок службы которых ограничен во времени, определяют предел ограниченной выносливости – это максимальное напряжение, при котором образец выдержит заданное число циклов. Обозначается 
[image: image43.wmf]rN
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. Предел ограниченной выносливости можно определить по кривой усталости.

Предел выносливости зависит от вида испытаний. При изгибе он выше, чем при растяжении, так как при изгибе 
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 не по всему сечению 
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Если нет возможности провести эксперимент и нет табличных данных для определения предела выносливости можно использовать эмпирические зависимости:
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 – для конструкционных сталей,
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 – для высокопрочных сталей,
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=(0,25..0,5) 
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 – для цветных металлов.

Для циклических касательных напряжений используют зависимости:
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 – для обычных сталей
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 – для высокопрочных.

5. Диаграмма предельных амплитуд.

В условиях несимметричных циклов предел выносливости образца будет зависеть на только от 
[image: image57.wmf]s

, но и от коэффициента асимметрии 
[image: image58.wmf]r

.

Это создаёт дополнительные трудности для экспериментаторов. Требуется очень большое количество образцов и длительное время. Испытания можно проводить в условиях изгиба, растяжения или кручения, но все они строятся по общему принципу: в образце создаётся постоянное напряжение 
[image: image59.wmf]m
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, а затем на него накладывается симметричный цикл с амплитудой 
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[image: image850.wmf]Первая серия образцов испытывается при одинаковом 
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 задают сначала большое, и постепенно от образца к образцу понижают (рис. 165). Устанавливают при каком 
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 образец выдержит базовое число циклов. Для второй серии образцов принимают новое 
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 и также постепенно изменяют 
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. Результаты испытаний изображают в виде кривой, построенной в системе координат 
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, 
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 (рис. 166). Полученный график называют диаграммой предельных амплитуд.

Рассмотрим характерные точки диаграммы предельных амплитуд: 

[image: image851.wmf]- при  симметричном цикле 
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, следовательно точка пересечения кривой с осью ординат соответствует пределу выносливости при симметричном цикле; 
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- при статическом напряжении 
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, следовательно точка, соответствующая разрушению при статическом нагружении лежит на оси абсцисс; 
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, соответствующая точка будет лежать на биссектрисе координатного угла (Р).
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Остальные точки располагаются на кривой.

Как надо пользоваться диаграммой? Для детали статическим расчётом определить 
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, при которых она работает, по найденным напряжениям строят рабочую точку 
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. Если точка 
[image: image77.wmf]R

 располагается ниже кривой 
[image: image78.wmf]APB

, усталостная прочность обеспеченна, если выше, то нет и на кривой – предельное состояние.

6. Схематизация кривой предельных амплитуд

[image: image852.wmf]Построение диаграммы предельных амплитуд очень трудоём​кая задача. Поэтому истинную диаграмму схематизируют, представ​ляя её двумя прямыми (рис. 167), которые можно построить при минимальном числе экспериментов (три серии).

Верхнюю прямую проводят через точки 
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 и 
[image: image80.wmf]P

. Её положение определяется двумя параметрами 
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 и 
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. Для получения 
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 нужно произвести испытания при симметричном цик​ле и определить предел выносливости 
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Угол 
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 определяется по испытаниям при пульсирующем цикле. Определяется 
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 и вычисляется 
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Величина 
[image: image90.wmf]s
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 - называется коэффициент чувствительности материа​ла к асимметрии цикла. Приводится в таблицах.

Правую часть диаграммы заменяют прямой, ограничивающей стати​ческую прочность 
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Получаем уравнение прямой, отсекающей на осях равные отрезки. Проводим прямую 
[image: image93.wmf]KB

, для её определения достаточно знать предел прочности на растяжение 
[image: image94.wmf]вр

s

. Для пластичных материалов обычно статическую прочность ограничивают пределом текучести, поэтому границу диаграммы сдвигаем влево 
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Схематизированной диаграммой пользуются так же как истинной.

7. Концентрация напряжений и её влияние на статическую и циклическую прочность

1.Общие понятия. Теоретический коэффициент концентрации.

 Опыт показывает, что напряжения, вычисляемые по формулам сопротивления материалов в окрестности отверстий, выточек, над​резов, сильно отличаются от замеренных на опыте. В окрестности вырезов напряжения резко возрастают. Это явление называется кон​центрацией напряжений.

На рис.168 показаны эпюры распределения напряжений в несколь​ких сечениях. 
[image: image98.wmf]
[image: image853.wmf]-

Напряжения, вычисляемые по формулам сопротивления материа​лов называются номинальными, они соответствуют равномерному рас​пределению напряжений в сечении.
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Методами теории упругости или экспериментально можно определить максимальные напряжения у вырезов. Отношение максимального напряжения к номинальному называется теоретическим коэффициентом концентрации
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Теоретический коэффициент концентрации зависит только от размеров детали и вырезов, но не зависит ох материала. 

2. Напряжения в полосе с отверстием (рис. 169).

Воспользуемся формулами, полученными в теории упругости 
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[image: image104.wmf]s

- растягивающее напряжение, 


[image: image105.wmf]r

 - радиус отверстия, 


[image: image106.wmf]b

 - ширина полосы.

Построим эпюры распределений напряжений в продольном и попереч​ном сечении
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У края отверстия 
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 EMBED Equation.3  [image: image115.wmf]max
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 в три раза большее номинального 
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В продольном сечении у края отверстия возникает сжимающее напряжение.

Проанализируем формулу для напряжений у эллиптического отверстия (рис 170).
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Если 
[image: image120.wmf]b

 мало, то 
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 велико, чем уже трещина и острее её края, тем выше концентрация напряжений.

3.Влияние концентрации напряжений на статическую прочность. 

[image: image856.wmf]При расчете на статическую прочность деталей из пластич​ных материалов концентрацию напряжений не учитывают, так как в результате текучести происходит выравнивание напряжений по сечению и предельное состояние  оказывается одинаковым с учетом и без учета концентрации (рис. 171).

Для хрупких материалов концентрация напряжений очень опасна, так как при 
[image: image122.wmf]вр

s

s

=

max

 начинает раз​виваться трещина, которая сама является концентратором напря​жений, 
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 увеличивается и трещина быстро растет.

4.Влияние концентрации напряжений на динамическую проч​ность (при циклических нагрузках). 

При знакопеременных нагрузках пластическая деформация у краёв вырезов не успевает развиваться, концентрация напряжений приводит к развитию трещины. Опыт показывает, что теоретический коэффициент концентрации полностью не характеризует усталостную прочность детали с концентратором напряжений. Предел вынос​ливости образцов с одинаковым теоретическим коэффициентом кон​центрации для разных материалов будет различным, так как разные материалы имеют разную чувствительность к концентрации напряжений.

Для деталей, работающих при знакопеременных нагрузках, вво​дится эффективный коэффициент концентрации, определяемый экспери​ментально 
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 - предел выносливости гладкого образца,
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- предел выносливости образца с трещиной (кон​центратором), подсчитанный по номинальному на​пряжению.

Величины 
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 зависят от вида концентратора напряжений и от материла, приводятся в таблицах.

Существует эмпирическая зависимость 
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где  
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 - коэффициент чувствительности материала к концентра​ции напряжений.
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8. Влияние размеров детали на предел выносливости.

Масштабный эффект

Опыт показывает, что если изготовить партии образцов раз​ного диаметра из одного и того же материала и определить их пределы выносливости, то они окажутся разными.

С ростом диаметра образцов предел выносливости уменьшается, это явление называют масштабный эффект. До конца ещё не изучен. Принятое объяснение: в большом объёме больше вероятность сущест​вования местных дефектов, от которых начинает развиваться усталостная трещина.

Для учета масштабного эффекта в расчет вводят коэффици​ент масштабного фактора 
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 - пределы выносливости стандартных образцов диаметром   
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 - пределы выносливости образцов данного диаметра. Коэффициенты 
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. Их величи​на зависит от диаметра и от материала. Приводятся в справоч​никах в форме таблиц или графиков.

Иногда  учитывают  одновременно  концентрацию  напряжений  и  мас-

штабный эффект, имеются таблицы, в которых приводятся отношения 
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9. Влияние качества обработки поверхности детали 

на предел выносливости

В большинстве деталей развитие усталостных трещин начи​нается с поверхности в тех местах, где были микродефекты. Поэтому обработка поверхности существенно влияет на усталостную прочность.

Чем лучше обработана поверхность, тем меньше на ней де​фектов, которые могут стать причиной усталостной трещины.

Для учета качества обработки поверхности в расчет вво​дят коэффициент качества поверхности
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где 
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 - предел выносливости стандартного полированного образца,
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- предел выносливости образца того же размера с за​данной обработкой поверхности.

Коэффициент качества поверхности зависит от материала. Чем вы​ше качество стали, тем ниже коэффициент 
[image: image157.wmf]b

.

Предел выносливости сильно снижается при развитии коррозии на поверхности, это отмечается при работе деталей в агрес​сивных средах (морская вода, кислоты, угольная пыль и т.д.).

Для повышения циклической прочности в технике использу​ются разные методы поверхностного упрочнения деталей: азотирование, цементация, закалка ТВЧ, обкатка роликами, обдувка дробью. При этой обработке сохраняется пластичность материала внутри детали, сглаживаются дефекты на поверхности, в поверхностном слое создаются остаточные сжимающие напряжения, препятствующие воз​никновению трещин. Поверхностное упрочнение особенно эффективно при наличии концентраторов напряжений.

10. Одновременный учёт всех факторов, влияющих на предел выносливости детали

В расчетах учитывается три фактора: концентрация напряже​ний (коэффициенты 
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 ) масштабный эффект (
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), качество обработки поверхности (
[image: image162.wmf]b

).

Коэффициент, показывающий во сколько раз предел выносли​вости детали при симметричном цикле ниже предела выносливости стандартного (полированного, без концентраторов, 
[image: image163.wmf]d

=7,5мм) образца будем называть коэффициентом снижения предела выносли​вости и обозначать 
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По последним экспериментальным данным рекомендуется принимать его в следующей форме:
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   Тогда предел выносливости детали вычисляется по формуле
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Следует отметить, что влияние факторов, снижающих предел выносливости особенно сильно проявляется на дорогих высокопрочных легированных сталях. Поэтому применять при циклических нагруз​ках легированные стали часто экономически нецелесообразно, так как выигрыш в прочности может быть сведен на нет влиянием вред​ных факторов.

11. Определение запаса усталостной прочности

Запас усталостной прочности определяется по диаграмме предельных амплитуд (рис. 172), где линия 
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  ограничивает усталостную прочность, а 
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-статическую.

Уравнение предельной прямой 
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 можно записать в виде
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Прямая 
[image: image174.wmf]AK

 соответствует стандарт​ному образцу.

Если переходить к конкретной дета​ли, то с учетом всех рассмотренных факторов предельные амплитуды придется снизить. Соответствующая прямая 
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 пройдет ниже 
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, её уравнение имеет вид:
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Линия 
[image: image178.wmf]KB

 не изменяется, так как она ограничивает статическую прочность, на которую все рассмотренные факторы не влияют.

Допустим, что статическим расчетом определены номинальные напряжения для детали и построена рабочая точка 
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. Проводим прямую 
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 в точке 
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Отношение отрезков  
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   называется запасом уста​лостной прочности
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Эта величина характеризует близость рабочего состояния к пре​дельному. Минимально допустимый запас усталостной прочности задается нормативами 
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 подставляем в (1)
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подставляем (4) в (3)
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m

н

a

н

m

c

m

Д

K

s

y

s

s

s

s

s

s

+

=

-

1

 ;   
[image: image196.wmf]r

н

m

c

m

n

=

s

s

 по (2)


[image: image197.wmf]н

m

н

a

r

Д

K

n

s

y

s

s

s

s

s

+

=

-

1

;   
[image: image198.wmf]н

m

н

a

r

Д

K

n

t

y

t

t

t

t

t

+

=

-

1


Точка 
[image: image199.wmf]C

 может быть расположена и на линии 
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. Тогда не надо проводить расчет на усталостную прочность, а только на ста​тическую. Поскольку в практике расчет на усталостную прочность проводят после выполнения статического расчета, условие 
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 бывает заранее удовлетворено.                                 

12. Выносливость при совместном изгибе и кручении

При расчете валов обычно встречаются случаи одновременного действия изгиба и кручения. Для вычисления запаса усталостной  прочности нужно вычислить отдельно запас по нормальным напряже​ниям и по касательным по выведенным ранее формулам. Общий запас усталостной прочности вала определяется по эмпирической Формуле Гафа – Полларда
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которая приводится к виду,
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РАСЧЕТ ТОЛСТОСТЕННЫХ ЦИЛИНДРОВ

1.Определение напряжений.

Теория расчета толстостенных цилиндров связана с именами фран​цузского ученого Ламэ и русского ученого Гадолина. Гадолиным впер​вые была создана теория расчета стволов артиллеристских орудий.

[image: image858.wmf]Рассмотрим толстостенный цилиндр, имеющий очень большую длину и постоянное поперечное сечение (рис. 173).  

Введем обозначения:


[image: image204.wmf]н

r

-  наружный радиус цилиндра,
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 - внутреннее давление,
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 - наружное давление,                                          
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-  наружный радиус цилиндра.
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Предположим, что толстостенный цилиндр не имеет днищ. Выделим из цилиндра двумя радиальными и двумя меридиональными сечениями элемент (рис.174). Его размер вдоль оси примем равным 1. Вследствие симметрии задачи по выделенным граням элемента не будет действовать касательных напряжений. Следовательно, выделенные грани будут главными площадками. На выделенных гранях эле​мента будут действовать только нормальные напряжения. Введем  обозначения:
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 - радиальные напряжения,
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 - окружные напряжения.
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  - главные напряжения. 

Так как 
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 не равны нулю, то напряженное состояние - плоское. При переходе от сечения радиуса 
[image: image213.wmf]r

, к сечению радиуса  
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 радиальное напряжение 
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 получает приращение 
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, т.к. точки располагаются   на разном расстоянии от оси цилиндра.

Рассмотрим условие равновесия выделенного элемента. Спроецируем все силы, действующие по граням выделенного элемента на направление 
[image: image217.wmf]r
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[image: image860.wmf]                                                      
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Дифференциальное уравнение (1) содержит две неизвестные величины: 
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[image: image221.wmf]r
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.Задача определения напряжений в толстостенном цилиндре - задача статически неопределимая. Поэтому обратимся к рассмотрению деформаций элемента. Предположим, что внутреннее давление больше чем внешнее. Обозначим смещение нижней грани элемента через 
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 (рис. 175).               

 Радиальная деформация элемента:
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Одновременно происходит и увеличение длин дуг, будет иметь место и окружная деформация:
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Из обобщенного закона Гука следует:
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Сложив почленно правые и левые части  равенств  (1),(4)  получим:
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Разделим переменные:
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Произвольные постоянные определим из граничных условий:

При     
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Подставляя 
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 и 
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 из  (7), (8)  в  (5), (6)  получим:
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 EMBED Equation.3  [image: image249.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image251.wmf](
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Формулы (9), (10) определяют окружные и радиальные напряжения в толстостенном цилиндре.

Подставив значения 
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 в формулы обобщенного закона Гука, получим деформации:
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Перемещение
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[image: image872.wmf]        По полученным зависимостям построим эпюры напряжений (рис. 176)

[image: image873.wmf]Как видно из построенных  эпюр, опасными точками толстостенных цилиндров являются точки, расположенные на внутренней поверхности. Определим величину расчетного напряжения, используя теорию наибольших касательных напряжений.
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Условие прочности:                
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Обозначим 
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Как видно из полученного выражения вопрос повышения прочности толстостенных цилиндров за счет увеличения радиуса 
[image: image269.wmf]в

 можно решать только при условии :
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УСТОЙЧИВОСТЬ РАВНОВЕСИЯ ДЕФОРМИРУЕМЫХ СИСТЕМ

1. Понятие о потере устойчивости и критической силе

Конструкции под действием внешних сил деформируются и при​нимают вполне определенную форму, которая называется формой де​формированного состояния или формой равновесия деформированной системы. Для надежной эксплуатации конструкции форма равновесия деформированной системы должна быть устойчивой.

Устойчивая форма равновесия характеризуется тем, что буду​чи нарушенной случайным временным воздействием (толчком), она восстанавливается после прекращения этого воздействия.


[image: image271.wmf].

[image: image874.wmf]Изменение первоначальной формы равновесия деформированного состояния называется потерей устойчивости. Например, сжатый пря​мой стержень изгибается  (выпучивается),  сжатое  кольцо  превращается  в  эллипс  и т.д (рис. 177).

В сопротивлении материалов, в основном, изучается потеря устойчивости сжатого стержня, называемая продольным изгибом,  так как продольная сила вызывает деформацию изгиба.

Вспомним формы обычного механического равновесия

Формы механического равновесия тела зависят от положения центра тяжести, который стремится всегда занять низшее положение (рис. 178). От веса тела (то есть от действующих сил) формы равновесия не зависят.


[image: image272.wmf]
[image: image875.wmf]В отличие от механического равновесия, устойчивость деформи​рованного состояния непосредственно зависит от величины действу​ющих нагрузок (рис. 179). Одна и та же конструкция может быть при одних на​грузках устойчива, а при других нет. Это основное отличие равновесия деформированного состояния от механического равновесия.

Нагрузка, превышение которой вызывает потерю устойчивости, называется критической. Иногда критической нагрузкой называют нагрузку, при которой возможны две формы равновесия (по Эйлеру).
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[image: image273.wmf]Устойчивое равно-

весие. После толчка

начнутся колебания

и затухнут.

Безразличное

состояние.

 Две формы 

равновесия.

Неустойчивое

состояние.
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тают.


Критическая нагрузка является разрушающей для конструкции. В истории техники известно много крупных аварий, причинами кото​рых была потеря устойчивости отдельных сжатых элементов.

Допускаемая или рабочая нагрузка должна быть меньше крити​ческой. Число, которое показывает во сколько раз критическая нагруз​ка превышает рабочую, называют запасом устойчивости.
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Если задан запас устойчивости 
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, можно определить допус​каемую силу
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Запас устойчивости принимается больше запаса прочности, так как потеря устойчивости происходит внезапно и поэтому очень опас​на.

2. Формула Эйлера для определения критической силы

Рассматриваем стержень с шарнирно закрепленными концами (рис. 180). 


[image: image277.wmf]
[image: image877.wmf]Предположим, что он сжимается силой 
[image: image278.wmf]P

, равной критической. По Эй​леру при этом возможны две формы равновесия: прямая и изогнутая. Потеря устойчивости всегда происходит в плоскости наименьшей жест​кости (рис. 181), поэтому в расчет входит минимальные момент инерции сече​ния. Пусть известны: 
[image: image279.wmf]l

 -длина стержня, 
[image: image280.wmf]E

 -модуль упругости материала, 
[image: image281.wmf]min
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 -минимальный момент инерции.

Выбираем систему координат 
[image: image282.wmf]zOy

. В этой системе координаты произвольного сечения изогнутой оси будут 
[image: image283.wmf]y
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.

Требуется вывести формулу для определения величины критической сипы.

Записываем приближенное дифференциальное уравнение изог​нутой оси, вычисляя момент относительно сечения в деформированном состоянии бруса
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Знак выбираем так, чтобы в обоих частях равенства были одинаковые знаки
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Преобразовываем и решаем уравнение:
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характеристическое уравнение
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общее решение
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Для определения 
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 - используем условия закрепления 
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Из первого: 
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 изогнутая ось имеет форму синусоиды. 

Из второго
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возможны два случая:
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, что соответствует не изогнутой оси, тривиальное решение.

2) ) 
[image: image309.wmf]0

1

¹

C

,        
[image: image310.wmf]0

sin

=

al

,


[image: image311.wmf]p

p

p

n

al

,

,

2

,

,

0

K

=

;

откуда получим
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[image: image879.wmf]Получили множество критических сил. Какая же из них соответству​ет действительности?

Рассмотрим, какой смысл имеет 
[image: image317.wmf]n

.
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Видим, что    
[image: image319.wmf]n

 - число полуволн, которые образуются при потере устойчивости. Следовательно, каждой критической силе соответству​ет свое число полуволн (рис. 182).

При статическом нагружении сила растет постепенно, как толь​ко станет 
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 произойдет потеря устойчивости с одной полуволной.

При ударном нагружении можно сразу создать большую силу например взрывом. При этом можно получить потерю устойчивости с большим числом полуволн. (Пример с забиванием гвоздя).

Из граничных условий мы определили 
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 и 
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, постоянная 
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 осталась неопределённой. Это следствие того, что использова​лось приближенное уравнение. Мы смогли определить величину кри​тической силы, но величина прогиба осталась неопределенной. Если использовать точное уравнение, прогиб можно определить. В большинстве практических задач достаточно найти 
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 происходит разрушение и величина прогиба никого уже не интересует.

3. Зависимость критической силы от способа закрепления концов стержня

Общая формула для критической силы имеет вид:
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Преобразуем формулу, введя величину 
[image: image327.wmf]n
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, обратную числу полуволн 
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[image: image329.wmf].
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 - приведенная длина, равная длине одной
полуволны при потере устойчивости,


[image: image330.wmf]m

 - коэффициент длины.

Конкретные условия закрепления стержня обычно позволяют предположить форму потери устойчивости, которая возможна при минимальном числе полуволн (рис. 183)
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[image: image880.wmf]Формулу Эйлера будем использовать в виде:
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где 
[image: image333.wmf]m

 -коэффициент, зависящий от способа закрепления
концов.

4. Понятие о потере устойчивости за пределом пропорциональности.

 Гибкость.

1. При расчетах на устойчивость основной геометрической ха​рактеристикой стержня является гибкость.

Проведем ряд преобразований в формуле для определения критического напряжения по Эйлеру:
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Гибкостью стержня называют величину
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Это геометрическая величина, зависящая от размеров сечения стерж​ня, его длины и способа закрепления концов.

2. Рассмотрим, всегда ли применима формула Эйлера. Для это​го вспомним, при каких предположениях она выводится. Используется приближенное дифференциальное уравнение упругой линии
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следовательно, формула Эйлера справедлива только при малых дефор​мациях и при напряжениях, не превышающих предел пропорциональнос​ти, так как за пределом пропорциональности модуль 
[image: image339.wmf]E

 теряет смысл, напишем условие применимости Формулы Эйлера.
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обозначим

[image: image343.wmf]пр

пц

E

l

s

p

=



[image: image344.wmf]пр
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 - предельная гибкость. В отличие от просто гибкости эта величина не геометрическая, а физическая, так как зависит от мате​риала стержня.

Если 
[image: image345.wmf]пр
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 формула Эйлера применима, 

если 
[image: image346.wmf]пр
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 , то не применима.

3. Определение критического напряжения за пределом упру​гости. Все стержни, работающие на сжатие, можно разделить на три группы: большой, средней и малой гибкости.

Стержнями большой гибкости считаются стержни, для которых 
[image: image347.wmf]пц
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, они рассчитываются по формуле Эйлера.

Стержнями малой гибкости считаются стержни, для которых 
[image: image348.wmf]Т
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, то есть потеря прочности происходит раньше потери устойчивости. Эти стержни на устойчивость не рассчитываются, для них принимают 
[image: image349.wmf]Т
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Стержнями средней гибкости считаются стержни, для которых 
[image: image350.wmf]Т
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.  К ним формула Эйлера не применима, но устойчивость теряется раньше, чем прочность. Существует несколько теорий для определения критических напря​жений стержней средней гибкос​ти. Наибольшее распространение в СССР получила теория Ясинско​го:
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где 
[image: image352.wmf]a

 и 
[image: image353.wmf]b

 - постоянные, зави​сящие от материала.

[image: image881.wmf]Зависимость критических напряжений от гибкости удобно по​казать графически (рис. 184). Для стержней малой гибкости принимается 
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, то есть постоянное, для стержней большой гибкости на графике по​лучается гиперболическая зависимость (гипербола Эйлера), для стержней средней гибкости формула Ясинского дает прямую линию. Следует отметить, что формула Ясинского не вполне согласуется с опытом, экспериментальные точки располагаются несколько выше пря​мой, но эта погрешность идет в запас прочности (устойчивости). Существуют другие формулы (Кармана, Энгессера, Шенли), по которым вычисленные напряжения лучше согласуются с опытом, но они неудоб​ны для расчетов, так как в них входит переменный модуль 
[image: image355.wmf]E

, для вычисления которого надо знать напряжения.

5. Расчет на устойчивость по коэффициенту

снижения допускаемого напряжения

При использовании формул Эйлера и Ясинского надо все вре​мя проверять, какая из них применима. На практике это неудобно. Используется другой способ: расчет на устойчивость заменяется расчетом на простое сжатие с меньшим допускаемым напряжением.

Запишем допускаемые напряжения при простом сжатии и с учетом потери устойчивости:
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Поделим одно выражение на другое
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Полученный коэффициент 
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 называется коэффициентом снижения основного допускаемого напряжения. Он зависит от материала 
[image: image361.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image362.wmf](
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, принятого запаса 
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 и гибкости  
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. Значения коэффициента приводятся в таблицах. Чтобы в таблице найти
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,нужно знать материал и гибкость стержня.

Основная расчетная формула
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Существует два основных типа задач расчета на устойчивость.

1. Определение допускаемой силы 
[image: image368.wmf]д

P

. При этом задается материал стержня, его геометрические размеры и способ закрепления. По формуле 
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 вычисляется допускаемая сила.

Пример: Двутавровая стойка №30а, длиной 
[image: image370.wmf]l

=2м жестко защемлена одним концом, а на другом сжимается силой 
[image: image371.wmf]P

 (рис. 185). Определить допустимую величину силы. По таблице находим:
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 = 61,2 см2 = 61,2*10-4 м2   
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Вычисляем гибкость
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По таблице находим 
[image: image377.wmf]j

 проводя интерполяцию
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Определяем допустимую силу:


[image: image381.wmf]д
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=0,299*160*106*61*10-4=293 кН.

2. Подбор сечения. Задается сжимающая сила, материал стойки, её длина, способ закрепления и формы сечения. Требуется определить размеры сечения.

 Пример: Стальная стойка квадратного сечения, длиной 
[image: image382.wmf]l

=2 м, шарнирно закреплена по  концам и сжимается силой 
[image: image383.wmf]P

 = 80 кН (рис. 186). Требуется определить необходимые размеры сечения  
[image: image384.wmf]a

.

Для стали 
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содержит две неизвестных 
[image: image387.wmf]j

 и 
[image: image388.wmf]A

, которые между собой свя​заны. Из одного уравнения найти две неизвестных нельзя. Поэтому задача решается подбором с последовательными приближениями.

Предварительно выразим геометрические характеристики и гибкость
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 через 
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Задаем произвольно 
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Проверяем, хорошо ли подобрали сечение:
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Полученное фактическое значение 
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 предполагаемого. Пробуем ещё раз,

Задаем
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 отличаются на 0,03.Вычислим допускаемую силу 
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Это расхождение допустимо. Принимаем сечение: квадрат со стороной 
[image: image411.wmf]a

=0,041 м = 4,1 см.

6. Энергетический метод определения критических нагрузок

Энергетический метод основывается на основном свойстве упругой системы - равенстве работы внешних сил и потенциальном энергии упругой деформации. 
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Рассматриваем применение метода на примере сжатия стержня с шарнирно закрепленными концами (рис. 187).

Задана длина стержня, жесткость. Пусть к стержню приложили силу


[image: image413.wmf]кр

P

P

=

,

Он
потерял устойчивость.

В
результате изгиба точка при​ложения силы сместилась на длину 
[image: image414.wmf]D

, сила при этом совершила работу 
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Соответствующая потенциальная энергия при изгибе вычисляется по формуле:     
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Критическая сила  
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 определяется из равенства   
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. Выразим величины, входящие в равенство, через прогиб 
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  и его производные 
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Проекция элемента балки 
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 на ось 
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Смещение опоры 
[image: image430.wmf]D

 равно сумме этих разностей 
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Тогда                        
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Выражение для потенциальной энергии запишем, используя дифферен​циальное уравнение упругой линии 
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Для определения   
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 получаем выражение
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Чтобы вычислить интегралы, надо знать уравнение упругой линии 
[image: image437.wmf])
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. Приближенность энергетического метода состоит в том, что это уравнение задается произвольно (парабола, синусоида и др.) с требованием удовлетворения условий закрепления.

Для примера примем изогнутую ось в форме синусоиды с одной полуволной.
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После подстановки получим 
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что соответствует формуле Эйлера.

Если принять параболическую форму 
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что на 20% отличается от предыдущего расчета.

7. Продольно - поперечный изгиб

Если на гибкий стержень действует одновременно попереч​ная и продольная нагрузка, то в расчете приходится учитывать мо​мент, создаваемый продольной силой в результате изгиба оси бруса поперечными силами.
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Рассмотрим балку на двух опорах, загруженную поперечной нагрузкой 
[image: image445.wmf]P

 и продольной силой 
[image: image446.wmf]N

 (рис. 188). Жесткость балки в плоскости изгиба 
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. Выведем формулу для вычисления прогиба с учетом силы 
[image: image448.wmf]N

.

При отсутствии продольной силы будем иметь:

   прогиб в произвольном сечении — 
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,

   изгибающий момент — 
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   уравнение изогнутой оси — 
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С учетом силы 
[image: image452.wmf]N

:

   прогиб — 
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   момент в сечении —
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(2)

   дифференциальное уравнение оси — 
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Подставим (1) в (2) и (3)
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Получили дифференциальное уравнение изогнутой оси при продольно-поперечном изгибе. Общее решение этого уравнения получить сложно, особенно при большом числе участков. Рассмотрим приближенное решение.

В уравнении 
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 — прогиб, появившейся от действия силы 
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. Предположим, что этот изгиб происходит по синусоиде, что согласуется с условиями закрепления
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Дифференцируем
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Подставляем в уравнение
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Дифференциальное уравнение превратилось в алгебраическое, из которого легко определяется 
[image: image472.wmf]y

.
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где принято обозначение 
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 — Эйлерова сила, она может быть ровна критической, а может быть и больше, так как принимается момент инерции относительно нейтральной оси, который не обязательно минимальный для сечения.

Построим график зависимости 
[image: image475.wmf]y

 от 
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 (рис. 189) 
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 Зависимость нелинейная, прогиб растет быстрее, чем сила 
[image: image478.wmf]N

. При росте силы например в два раза, можно получить увеличение прогиба в большее число раз, особенно, если 
[image: image479.wmf]э

P

N

®

. Это неприятная особенность продольно-поперечного изгиба, которую надо помнить при проектировании.

Аналогичное явление наблюдается и с напряжениями, запас по напряжениям получается меньше, чем по нагрузкам.

ДИНАМИЧЕСКАЯ НАГРУЗКА

1. Силы инерции. Принцип Даламбера.
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На всякое тело, движущееся с ускорением, действуют силы инерции. Рассматриваем тело массой 
[image: image481.wmf]m

, которое под действием системы сил 
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 движется с ускорением   
[image: image483.wmf]W

  (рис. 190). Запишем второй закон Ньютона в векторной форме и преобразуем
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Принцип Даламбера можно сформулировать так: если к силам, действующим на движущееся тело, добавить силы инерции, то получим систему, удовлетворяющую условиям равновесия.

Применение принципа Даламбера позволяет многие задачи динамики сводить к статическим, так как с учетом сил инерции движущуюся систему можно рассматривать находящейся в состоянии условного равновесия и применять к ней все известные методы статических расчетов.

Разберем несколько примеров.

Пример 1. Подъем груза с ускорением.
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Груз весом 
[image: image489.wmf]P

 поднимается с ускорением 
[image: image490.wmf]W

 (рис. 191). Определить напряжение в тросе, если его площадь ровна 
[image: image491.wmf]A

.

Дано: 
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. Определить 
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Если груз неподвижен, напряжения в тросе определяются по обычным формулам для случая растяжения:
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Для определения усилий в тросе при движении приводим систему в состояние условного равновесия, приложив силу инерции
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Сила инерции направлена в сторону, противоположную ускорению.

С учетом силы инерции получаем
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Динамический коэффициент 
[image: image503.wmf]д
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 показывает, во сколько раз возрастают 
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 с учетом неравномерного движения.

Пример 2. Определение напряжений во вращающемся стержне.

(Расчет кривошипов, лопаток турбодвигателей)
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Стальной стержень длиной 
[image: image508.wmf]l

 вращается с постоянной угловой скоростью 
[image: image509.wmf]w

 (рис. 192).
[image: image889.wmf]Заданы: длина стержня 
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, площадь его сечения 
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 и удельный вес материала 
[image: image512.wmf]g

. Требуется определить максимальное напряжение в стержне.

При вращательном движении нормальное (центростремительное) ускорение равно 
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Разные участки стержня имеют разные ускорения 
[image: image514.wmf]n

W

 в зависимости от 
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, соответственно на них действуют разные силы инерции.

Определяем элементарную силу инерции, действующую на элемент
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Продольная сила в сечении 
[image: image517.wmf]z

 равна сумме 
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 по одну сторону от сечения (рис. 193)
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 имеет максимум при 
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, то есть 
[image: image524.wmf]y

 опоры
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Соответственно
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Особенность напряжения от инерционной нагрузки: 
[image: image527.wmf]max

д

s

 не зависит от площади 
[image: image528.wmf]A

, поэтому прочность не удается повысить, увеличивая толщину стержня.

Пример 3. Определение напряжений во вращающемся кольце.

(Расчет маховиков, вращающихся цилиндров)
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Кольцо вращается в своей плоскости с постоянной угловой скоростью 
[image: image530.wmf]w

 (рис. 194).

Дано: 


[image: image531.wmf]R

 — средний радиус кольца, 


[image: image532.wmf]A

 — площадь поперечного сечения,


[image: image533.wmf]g

 — удельный вес материала кольца. 

Требуется определить возникающее при вращении напряжение 
[image: image534.wmf]д
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.

Все элементы кольца движутся с одинаковыми ускорениями
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соответственно на них действуют силы инерции
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Таким образом, кольцо будет находиться под действием равномерной инерционной нагрузки, растягивающей кольцо. В силу симметрии в сечениях будут действовать только продольные силы 
[image: image537.wmf]N

.

Силу 
[image: image538.wmf]N

 можно вычислить, рассмотрев условие равновесия половины кольца.

Вычисляем элементарную силу инерции
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Её проекция на ось 
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Уравнение равновесия
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Проводя вычисления получим
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Вычисляем напряжение от растягивающей силы
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Напряжение не зависит от площади сечения кольца, прочность нельзя повысить, увеличивая площадь сечения.

2. Понятие об ударной нагрузке. Динамический коэффициент.
Нагрузки, не удовлетворяющие условиям плавности нагружения, называются ударными.

Физические условия разрушения при ударной нагрузке сильно отличаются от статических. В условиях далеких от разрушения статическую и ударную нагрузки можно сравнивать по их деформирующему эффекту, считая, что равные деформации есть признак эквивалентности нагружения.

Из повседневного опыта известно, что при падении груза на балку прогиб будет больше, чем просто от веса груза. Почему это происходит?

Пусть груз 
[image: image547.wmf]P

 падает на балку с высоты 
[image: image548.wmf]H

(рис. 195). При соприкосновении с балкой груз имеет скорость
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За очень малый промежуток времени соударения скорость уменьшается до нуля. Приближенно вычислим среднюю величину ускорения
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[image: image892.wmf]0

Скорость направлена вниз, ускорение будет направлено вверх, так как движение замедляется. Время соударения принимают равным 
[image: image552.wmf]t

=0,01(0,001 сек; так как эта величина стоит в знаменателе, ускорение будет велико. При наличии ускорения всегда есть сила инерции, которая в данном случае будет тоже велика.

Сила инерции противоположна ускорению, то есть направлена вниз. В момент удара к весу груза добавляется сила инерции, поэтому ударная сила в несколько раз больше статической. Соответственно, деформация от ударной нагрузки в несколько раз больше. Сложность расчета состоит в том, что вычислить ударную силу как сумму 
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 не удается, так как ускорение переменное и закон его изменения не поддается определению. Расчет проводится по балансу энергий.

Расчет на удар сводится к статическому введением динамического коэффициента, который указывает, во сколько раз при ударе деформация и сила больше чем при статическом приложении равного груза.

3. Определение динамического коэффициента при ударе

(без учета массы ударяемой системы)
Принимаем упрощающие допущения:

1.  Удар абсолютно неупругий, т.е. после соударения падающий груз и ударяемая система движутся вместе с одинаковой скоростью.

2.  Масса ударяемой системы намного меньше веса падающего груза.

3.  При ударе справедлив закон Гука.

Вычислим динамический коэффициент для случая продольного и поперечного (изгибающего) удара (рис. 196).

Обозначим: 
[image: image554.wmf]P

 — вес груза
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 — высота падения
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 — скорость в момент удара
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 — максимальное перемещение центра удара.


[image: image558.wmf]D

H

P

P

D

д

D

д

D

ст

P

P

д

P

ст


[image: image893.wmf]F


На диаграмме (
[image: image559.wmf]P

,
[image: image560.wmf]D

) закону Гука соответствует прямая линия. Из справедливости закона Гука следует
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При   ударе  кинетическая энергия падающего груза переходит в потенциальную энергию упругой деформации системы 
[image: image564.wmf]U
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.

Вычислим 
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 и 
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. По закону изменения кинетической энергии можно записать
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Падение происходит из состояния покоя, поэтому


[image: image568.wmf]A

T

T

=

=

;

0

0

.

Работа силы тяжести равна произведению силы на путь
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Таким образом, получаем
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При вычислении потенциальной энергии деформации упругой системы предполагается, что при динамической нагрузке она вычисляется, как и при статической, а следовательно равна площади диаграммы (
[image: image571.wmf]P

, 
[image: image572.wmf]D

); 
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Приравниваем энергии 
[image: image574.wmf]U
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[image: image578.wmf].
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Решение уравнения со знаком минус не годится, так как 
[image: image579.wmf]д
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 всегда больше 
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.

Получили формулу для динамического коэффициента при ударе:
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4. Частные случаи определения динамического коэффициента.
1. При внезапном приложении груза считают, что 
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.

Соответственно
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2. В некоторых случаях можно упростить формулу для 
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Если 
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если 
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 можно пренебречь единицей и перед корнем


[image: image588.wmf].

2

ст

д

H

K

D

»


Этими формулами иногда удобно пользоваться при решении задач.

3. Если в задаче задается скорость в момент удара, то для применения формулы, определяющей 
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[image: image894.wmf]a

4. При продольном ударе 
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 будет равно укорочению стержня  (рис. 197). Величину 
[image: image596.wmf]cm
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 можно вычислить, используя закон Гука по участкам 
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4.  При изгибающем ударе 
[image: image598.wmf]cm
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 определяется как прогиб в центре удара при статическом действии силы 
[image: image599.wmf]P

 (рис. 197)
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Для определения 
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d

 нужно в центре удара приложить единичную силу 
[image: image602.wmf],
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 построить от нее эпюру 
[image: image603.wmf]M

 и "помножить ее саму на себя" по способу Верещагина.

6. Если в системе имеются пружины (рис. 198), то 
[image: image604.wmf]cm
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 вычисляется с учетом деформации пружин. При этом перемещение центра удара в результате деформации пружин вычисляется в соответствии с заданной схемой.
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[image: image895.wmf]a

Осадку пружины 
[image: image606.wmf]l

 от действующей на нее силы можно вычислить по формуле, известной из раздела "Кручение":
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Для приведенного примера будем иметь:
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                                                                                               (из подобия)
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Наличие пружин или других амортизаторов дает увеличение 
[image: image615.wmf]cm

D

 по сравнению с жесткой системой, соответственно снижается динамический коэффициент 
[image: image616.wmf]д
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. Податливые опоры, амортизаторы, рессоры применяются для смягчения действия ударных нагрузок.

5. Понятие о влиянии массы ударяемой системы на величину динамического коэффициента. Приведенная масса.
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Масса ударяемой системы обладает определенной инерцией, для ее преодоления приходится расходовать часть кинетической энергии падающего груза. Деформация начинается со скоростью, меньшей, чем скорость падающего груза в момент удара, соответственно деформация получится меньше. Таким образом большая масса ударяемой системы снижает действие ударной нагрузки (Номер в цирке. На человека кладут массивную плиту и бьют по ней молотом).

Не учитывая массу ударяемого груза, мы получаем завышенный динамический коэффициент, то есть рассчитываем систему на завышенные нагрузки и получаем больший запас прочности. Для учета массы ударяемой системы на практике заданную систему с распределенной массой заменяют условной приведенной системой с той же же сткостью, но массой сосредоточенной в одной точке  (обычно в центре удара).
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Величина приведенной массы меньше массы заданной системы, ее определяют из равенства кинетической энергии заданной и приведенной систем (рис. 199). Сложность расчета в том, что в заданной системе все точки движутся с разными скоростями и вычисление кинетической энергии достаточно громоздко.


[image: image618.wmf]m

продольный 

удар

изгибающий 

удар

m

m

l/

2

m

пр

m

=

33

140

m

пр

l/

2

m

пр

m

пр

m

пр

m

=

17

35

m

пр

m

=

1

3


Запишем без вывода величину приведенной массы для трех частных случаев (рис. 200):
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Динамический коэффициент с учетом массы ударяемой системы записывается формулой
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где 
[image: image620.wmf]P

 — вес падающего груза,
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 — условный вес приведенной массы.

Из формулы видно, что с ростом 
[image: image622.wmf]np

P

 динамический коэффициент уменьшается.

6. Скручивающий удар
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Скручивающий удар испытывают валы, на которые посажены массивные шкивы (маховики), в случае внезапной остановки (заклинивания) вала.
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 и моментом  инерции 
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 вращается  с  угловой  скоростью  
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 (рис. 201). При этом кинетическая энергия
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При внезапной остановке вала, например, заклинивании первого подшипника, маховик по инерции продолжает двигаться и закручивает вал. Его кинетическая энергия переходит в потенциальную энергию упругой деформации вала
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Приравняв 
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, найдем возникающий крутящий момент
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и максимальное напряжение
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7. Испытания материалов ударной нагрузкой.

Ударная вязкость.
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Опытами установлено, что скорость деформирования влияет на механические свойства материала. Сравним диаграммы растяжения при статическом и ударном нагружении (рис. 202). При ударном нагружении предел текучести и предел прочности повышаются, площадка текучести исчезает. Предел текучести повышается на 20-70%, а предел прочности — на 10-30%. Это происходит потому, что при больших скоростях пластические деформации не успевают развиваться.

Остаточное относительное удлинение при ударе меньше, то есть пластичность материала снижается.

Для получения рассмотренной диаграммы требуются очень сложные машины. В обычных заводских условиях для оценки свойств материала при динамических нагрузках производят испытания на маятниковых копрах, так называемую ударную пробу (рис. 203).


[image: image636.wmf]A=

Q(H

1

-H

2

)

удар

r=2 

мм

10

10

H

2

H

1


Образцы прямоугольного сечения с надрезом глубиной 2мм подвергаются удару ножом маятника.
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Вычисляется работа, затраченная на разрушение образца. Она пропорциональна разности высот положения маятника до и после удара.

За характеристику (материала) способности материала сопротивляться ударным нагрузкам принимается величина, равная отношению работы, затраченной на разрушение, к площади поперечного сечения
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Эта величина называется удельной ударной вязкостью.
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Ударная вязкость сильно зависит от температуры. Эта зависимость представлена   на   графике   (рис. 204). Интервал, в котором 
[image: image639.wmf]a

 уменьшается особенно быстро, называется критическим интервалом температуры. Область температур левее критического интервала называется областью температурной хрупкости.

Для стали3 температурная хрупкость начинается при -25(.

При низких температурах материалы плохо сопротивляются ударным воздействиям. Поэтому стоит вопрос о создании хладостойких материалов и разработке специальной техники для условий Крайнего Севера.

КОЛЕБАНИЯ УПРУГИХ СИСТЕМ

1. Основные понятия
При колебаниях деформации и напряжения системы непрерывно меняются, поэтому расчет на колебания относится к динамическим задачам.

Если упругую систему толчком вывести из состояния равновесия и предоставить самой себе, то в результате действия сил упругости она будет совершать колебания. Колебания, происходящие под действием только сил упругости, называются свободными или собственными. При отсутствии сил сопротивления они могут продолжаться бесконечно долго, но на практике всегда есть силы сопротивления и свободные колебания затухают.

Колебания, вызванные периодически изменяющимися силами, называются вынужденными.

Рассмотрим основные характеристики колебательного движения. Одно прохождение колеблющейся массы через все возможные промежуточные положения называют одним колебанием.

Время, в течение которого происходит одно колебание, называется периодом колебания. Будем обозначать его буквой 
[image: image640.wmf]T
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Число колебаний в единицу времени называют частотой 
[image: image641.wmf].
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На практике чаще используется круговая частота 
[image: image642.wmf]w

, равная числу колебаний за 
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 секунд. 
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Число независимых параметров, определяющих положение системы, называется числом степеней свободы. Число степеней свободы в расчете обычно определяется принятой расчетной схемой, так как все реальные системы имеют бесконечно большее число степеней свободы.
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6 степеней свободы: 
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[image: image903.wmf]a

Рассмотрим плоское движение:
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осталось три (рис. 205).
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[image: image904.wmf]a

Пренебрегаем продольным и крутильным колебаниями по сравнению с поперечными: 
[image: image649.wmf]0
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 Осталась одна степень свободы (рис. 206): 
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 Система с одной степенью свободы имеет одну возможную форму колебаний. Система с несколькими степенями свободы может иметь несколько форм колебаний по числу степеней свободы, каждой из этих форм колебаний соответствует своя частота колебаний.

2. Свободные колебания системы с одной степенью свободы.
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Пусть система вследствие однократного внешнего воздействия совершает колебания (рис. 207). Найдем зависимость перемещения от времени, то есть уравнение движения, а затем определим основные характеристики этого движения.

1. Уравнение колебаний.

Применим принцип Даламбера. Система под действием веса груза и силы инерции в любой момент времени может считаться находящейся в состоянии условного равновесия. В упругой системе всякое перемещение пропорционально действующей силе. Поэтому можно записать:
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где 
[image: image654.wmf]11
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 — прогиб от единичной силы.

Подставим в (1) выражение силы инерции и произведем преобразования
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Обозначим: 
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1

2

0

11

11

11

w

d

d

d

=

=

=

m

mg

g

P

g


Получим дифференциальное уравнение собственных колебаний

                                    
[image: image659.wmf].
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(2)

Получили дифференциальное неоднородное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. Его решение складывается из общего решения уравнения без правой части 
[image: image660.wmf]0
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 и частного решения уравнения с правой частью 
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Характеристическое уравнение
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Корни уравнения чисто мнимые, поэтому общее решение имеет вид
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Решение уравнения с правой частью ищем методом неопределенных коэффициентов. Правая часть постоянная, поэтому принимаем
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Подставляем в (1)
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Получаем общее решение уравнения
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Делаем подстановку: 
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2. Анализируем полученное уравнение колебаний. Прогиб состоит из двух частей: постоянной и периодической. Преобразуем постоянную часть
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Получили статический прогиб от веса груза.

На  статический   прогиб  накладывается  периодическое  движение  (рис. 208). Колебания всегда происходят около положения статического равновесия.
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3. Определим период и частоту собственных колебаний.
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Построим график функции
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 (рис. 209).

По определению он почти равен разности 
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Получаем:

период колебаний 
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частота 
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круговая частота 
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Основной характеристикой собственных колебаний является круговая частота собственных колебаний 
[image: image691.wmf]0

w

, вычисляемая по формуле
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Она не зависит от причины, вызывающей колебательное движение, а зависит только от массы колеблющегося груза и жесткости системы.

3. Вынужденные колебания системы с одной степенью свободы
[image: image908.wmf]Вынужденные колебания обычно испытывают системы, на которых укреплены движущиеся машины. Рассмотрим балку, на которой установлен двигатель весом 
[image: image693.wmf]P

 (рис. 210). Если центр тяжести вращающихся деталей не совпадает с осью вращения и

смещен на некоторое расстояние 
[image: image694.wmf]e

 (эксцентриситет), то при вращении возникнет центробежная сила инерции, постоянная по величине и переменная по направлению 


[image: image695.wmf]m

e

Q

2

w

=

.

Ее составляющая по оси y будет изгибать балку попеременно то вверх, то вниз, то есть будет вызывать колебания. Эта сила называется возмущающей 
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Частота возмущающей силы 
[image: image697.wmf]w

 определяется числом оборотов двигателя.
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1. Выведем уравнение вынужденных колебаний.

Рассмотрим колебания системы около положения статического равновесия, т.е. за начало отсчета примем положение груза в статическом равновесии и не будем учитывать прогиб от веса (рис 211.).

Применим принцип Даламбера. В положении условного равновесия на балку будут действовать две силы: возмущающая сила 
[image: image699.wmf]y
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 и сила инерции 
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. Запишем выражение прогиба
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Подставим выражения для сил и сделаем преобразования
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                                 (3)

Получили дифференциальное уравнение вынужденных колебаний. Это уравнение второго порядка, с правой частью и постоянными. Решение уравнение без правой части находим также, как в случае собственных колебаний. Оно имеет вид:
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Решение уравнения с правой частью ищем методом неопределенных коэффициентов в форме, соответствующей правой части


[image: image709.wmf].

cos

sin

t

B

t

A

Y

w

w

+

=


Находим производные и подставляем в уравнение (3)
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при 
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при 
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Общее решение уравнения имеет вид:
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Первое слагаемое соответствует собственным колебаниям. В результате наличия сопротивления они скоро затухнут и обычно не учитываются. Второе слагаемое соответствует вынужденным колебаниям.

Исследуем его.

2. Амплитуда вынужденных колебаний. Резонанс.

Уравнение вынужденных колебаний
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Соответственно амплитуда их
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Введем обозначение 
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Тогда 
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(4)

Величина 
[image: image725.wmf]b

 называется коэффициентом нарастания колебаний, этот коэффициент показывает во сколько раз амплитуда вынужденных колебаний превышает статический прогиб от силы инерции.
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. В случае приближения частоты возмущающей силы 
[image: image729.wmf]w

 к частоте собственных колебаний системы 
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 амплитуда вынужденных колебаний неограниченно возрастает. Это явление называется резонансом. Приближение к резонансу недопустимо. Считают, что расхождение между 
[image: image731.wmf]0

w

 и 
[image: image732.wmf]w

 должно быть не менее 30%.

На графике (рис. 212) зависимость 
[image: image733.wmf]A

 от 
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w

w

 получается разрывной. Этот результат получен при отсутствии сил сопротивления, которые на практике всегда имеют место. Реальная зависимость показана пунктиром.

3. Напряжения при вынужденных колебаниях.

Возникновение вынужденных колебаний связано с наличием периодически изменяющейся возмущающей силы. Как всякая динамическая нагрузка она дает повышение величины напряжений и деформаций по сравнению со случаем статического приложения такой же по величине нагрузки. Значит для вычисления напряжений и деформаций эта сила должна умножаться на некоторый динамический коэффициент, отражающий динамическое действие силы.

Вычислим динамический коэффициент при колебаниях.

Перемещение точек системы будет состоять из двух слагаемых: от веса мотора (статического прогиба) и амплитуды колебаний
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Тогда динамический коэффициент будет равен
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Соответствующее напряжение можно вычислить, умножив напряжение от веса мотора на динамический коэффициент.
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При расчете на прочность колеблющихся систем надо учитывать циклический характер нагружения и вычислять запас усталостной прочности.

4. Критическая скорость вращения вала

[image: image911.wmf]При вращении вала всегда возникают центробежные силы инерции, так как в реальных условиях никогда не удается идеально отцентрировать вал. Центробежные силы вызывают деформацию изгиба вала.

Рассмотрим вал с одним шкивом (рис. 213). Пусть центр масс шкива смещен от оси на расстояние 
[image: image738.wmf]e

. При вращении вал изогнется и центр масс шкива сместится дополнительно на величину прогиба 
[image: image739.wmf]y

.

Сила инерции при этом будет определяться выражением:
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Используя принцип Даламбера, можно записать выражение для прогиба
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Из полученного равенства выражаем прогиб


[image: image742.wmf]e

m

y

m

y

2

11

2

11

w

d

w

d

=

-
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[image: image744.wmf].
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При 
[image: image745.wmf]¥

®

®

y

,

0

w

w

. Если скорость вращения вала приближается к круговой частоте собственных колебаний, прогибы неограниченно возрастают, что соответствует разрушению конструкции. Это явление называют потерей динамической устойчивости, а соответствующую скорость вращения критической скоростью.

Для полного расчета вала нужно по найденному прогибу вычислить силу инерции, построить эпюру моментов и найти напряжения, как в случае статической задачи.

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ, ДОПУЩЕНИЯ И МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ СТРОИТЕЛЬНОЙ МЕХАНИКИ

1. Строительная механика как наука. Понятие о расчетной схеме сооружения. Методы решения задач строительной механики.
Строительная механика - это наука о способах расчета на прочность, жесткость и устойчивость сооружений в целом. Иногда термин «строительная механика» понимается в широком смысле как комплекс всех технических дисциплин, предназначенных для определения напряжения и деформаций во всех элементах сооружения (здания, машины, механизма и т.д.). К таким дисциплинам относятся теория упругости, теория пластичности, теория ползучести, сопротивление материалов, теория колебаний, теория устойчивости, строительная механика пластин и оболочек, строительная механика стержневых систем, которая и рассматривается далее, и др. науки.

В строительной механике используются методы физики, теоретической механики, графической статики, сопротивления материалов и других дисциплин, предназначенных для изучения напряжений и деформаций.

Сложность строгого учета взаимодействия отдельных частей сооружения, всех факторов, влияющих на его поведение, вызывает необходимость рассматривать при расчете не действительное сооружение, а упрощенную схему его, называемую расчетной схемой сооружения. При выборе расчетной схемы должны соблюдать два требования: схема должна соответствовать действительным условиям работы сооружения и должна быть по возможности простой, чтобы избежать сложности при расчете.

В строительной механике используются теоретические (аналитические, графические, графо-аналитические и численные методы с применением ЭВМ) и экспериментальные методы исследования конструкций.

  Аналитические методы позволяют получить решение задачи в общем виде, применить полученные выводы к целому ряду аналогичных задач, анализировать по отдельности степень влияния каждого из факторов, на работу сооружения.

  Графические методы отличаются наглядностью и простотой решения, позволяют в ряде случаев получать решение быстро с достаточной для практических целей точностью. Но графический метод не дает общих решений: как правило, каждая частная задача требует отдельного решения. 

Графо-аналитический методы позволяют совместить преимущества каждого из методов и получить значительный выигрыш во времени.

При теоретическом изучении работы реальных конструкций в силу сложности учета и многообразия факторов, влияющих на работу сооружения, неизбежны упрощения, огрубления и пренебрежения влиянием ряда второстепенных факторов. Установить, насколько правильны сделанные упрощения, насколько мало влияние на работу сооружения неучтенных факторов, можно только на основании экспериментальных исследований и натурных наблюдений за поведением сооружения под нагрузкой.

По расположению отдельных элементов сооружения различают плоские и пространственные расчетные схемы. Плоские стержневые сооружения характеризуются тем, что оси всех стержней лежат в одной плоскости, проходящей через одну из глазных осей инерции их поперечных сечений. Все остальные стержневые системы - пространственные. Плоские сооружения обладают тем свойством, что если расчетные нагрузки лежат в их плоскости, то и перемещения происходят в той же плоскости, если потеря устойчивости стержней исключена.

Плоские системы встречаются редко, чаще они являются лишь составной частью пространственных сооружений, из которых они выделяются обычно для упрощения расчета, что зачастую снижает точность расчета, но с этим приходится мириться из-за простоты расчета. Поэтому в строительной механике широко используют экспериментальные методы исследования конструкций как в натуре, так и на моделях.

2. Классификация расчетных схем сооружений.По размерам элементов различают следующие типы сооружений:

- сооружения массивные, у которых поперечные размеры одного порядка с длиной (подпорные стенки, плотины, сводчатые каменные перекрытиям т.д.);

- сооружения, состоящие из элементов, толщина которых относительно мала по сравнению с шириной и длиной (пластинки, оболочки);

- сооружения, состоящие из элементов, поперечные размеры которых значительно меньше их длины, так называемые стержневые системы (балки, рамы, фермы, арки и т.д.).

Стержневые системы подразделяются на:

а) плоские системы, в которых оси всех стержней, в том числе опорных, и силы, действующие на систему, лежат в одной плоскости;

[image: image912.wmf]б) пространственные системы - системы,  в которых эти условия не выполняются.

В действительности большинство сооружений представляют собой пространственные системы, однако в некоторых случаях взаимное расположение частей сооружения и характер действующих на него сил позволяет расчленить пространственную систему на ряд плоских, что значительно упрощает расчет. Например, типовой железнодорожный мост расчленяется на две плоские грузонесущие фермы, соединенные по верху и низу поперечными балками.

В зависимости от типа соединений элементов различают:

- стержневые системы, стержни которых во всех или в некоторых узлах жестко связаны между собой, и которые теряют геометрически неизменяемость, если все узлы заменить шарнирами; такие системы называют рамами (рис. 214);

-стержневые системы, остающиеся геометрически неизменяемыми, если в них все жесткие узлы заменить шарнирами; такие системы называют фермами (рис. 215);

[image: image913.wmf]
-комбинированные  системы,  например,   шпренгельные   системы   (рис. 216).
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В зависимости от направления опорных реакций различают:

- безраспорные системы, в которых вертикальная нагрузка вызывает только вертикальные опорные реакции (балки всех видов; некоторые, статически определимые арки, рамы, фермы);

- распорные системы, в которых вертикальная нагрузка вызывает горизонтальные составляющие опорных реакций. К таким системам относятся все остальные сооружения. Горизонтальных составляющих опорных реакций существенно влияют на работу как самих систем, так и их опор).

С кинематической точки зрения различают: 

- системы, имеющие необходимое и достаточное для обеспечения неизменяемости и неподвижности их число кинематических связей (статически определимые системы);

- системы, имеющие число связей больше необходимого для обеспечения неизменяемости и неподвижности ее (статически неопределимые системы).

3. Классификация опор плоских систем.

Опора представляет собой пространственную конструкцию. Однако в плоских системах, у которых оси всех элементов и действующие на систему силы лежат в одной плоскости, а опора рассматривается как часть плоской системы. Опоры плоских систем бывают следующих основных четырех типов: цилиндрическая подвижная, цилиндрическая неподвижная, защемленная подвижная и защемленная неподвижная (табл.2).

B цилиндрической подвижной опоре известны: точка приложения опорной реакции 
[image: image746.wmf]V
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 (центр шарнира) и направление ее - по нормали к опорной плоскости (сопротивлением трения катков пренебрегают). Цилиндрическая подвижная опора позволяет системе поворот вокруг опорного шарнира  и перемещение параллельно плоскости опирания.

Таблица 2

	Наименование опоры
	Конструктивная схема опоры
	Стержневая схема
	Составляющие  реакции
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В цилиндрической неподвижной опоре известна только точка приложения опорной реакции 
[image: image747.wmf]R

 (центр шарнира), а направление ее неизвестно. Поэтому в общем случае опорную реакцию раскладывают на две составляющие: вертикальную 
[image: image748.wmf]V

 и горизонтальную 
[image: image749.wmf]H

. Цилиндрическая неподвижная опора позволяет системе только поворачиваться вокруг центра опорного шарнира, но исключает и горизонтальное и вертикальное перемещения системы.

Защемленная неподвижная опора не допускает ни поступательного перемещения, ни поворота системы. В защемленной неподвижной опоре неизвестны ни направление, ни точка приложения опорной реакции. Для определения величины, направления и точки приложения опорной реакции необходимо найти три ее составляющие: вертикальную 
[image: image750.wmf]V

, горизонтальную 
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 силы и момент 
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 oтнocитeльнo центра тяжести опорного сечения.

Действительное устройство опор далеко не всегда соответствует конструктивным схемам, указанным в табл. 2. На практике опоры такого типа устраивают лишь для тяжелых ферм и мощных балок. В большинстве случаев балки укладываются на неподвижные опоры или закладывают концами в стенки. В зависимости от глубины и вида заделки концов балок опоры рассматривают как цилиндрические или защемленные неподвижные.

4. Классификация нагрузок.
Расчет сооружений начинают с определения действующих на них нагрузок: их величины, продолжительности, характера действия и способа приложения. Классификация нагрузок, принятая в курсе строительной механики стержневых систем представлена на схеме (рис.217). В зависимости от продолжительности действия нагpузки подразделяют на постоянные, временные и подвижные.

Постоянными являются нагрузки, которые действуют постоянно при строительстве и эксплуатации сооружения (собственный вес, усилия предварительного напряжения, горное давление и т.д.).

Временными являются нагрузки, которые в отдельные периоды строительства и эксплуатации могут отсутствовать (давление ветра, снега, полезная нагрузка, вес оборудования, перерабатываемые материалы и т.д.).

Подвижная нагрузка занимает различное положение на сооружении (поезд, автомобиль, люди и т.д.).

По характеру действия различают статические и динамические нагрузки

Статической называют такую нагрузку, точка приложение и направление которой не меняется в течении всего времени действия ее, а величина возрастает настолько медленно, плавно от нуля до конечной величины, что силами инерции можно пренебречь.

Динамической называют такую нагрузку, величина, направление и положение которой изменяется во времени столь быстро, что становится необходимым учитывать силы инерции.

По способу приложения различают сосредоточенные 
[image: image753.wmf]P

 и распределенные нагрузки, действующие по площади 
[image: image754.wmf]p

 или по линии q.

Сосредоточенные силы имеют размерность Н, кН, МН, Распределенные по площади - Н/м2=Па, кН/м2=кПа, MH/м2=МПа; распределенные по линии - Н/м, кН/м, МН/м.


КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СООРУЖЕНИЙ
1. Степень свободы и геометрическая неизменяемость плоских систем.

Расчетные схемы ряда сооружений могут быть представлены в виде геометрически неизменяемой системы плоских тел, расположенных в одной плоскости, соединенных между собой шарнирами и прикрепленных к земле при помощи опорных устройств. Эти шарниры и опоры называют кинематическими связями или просто связями.

Сооружение, выполненное из отдельных элементов, может воспринимать любую нагрузку только в том случае, если оно сохраняет свою форму и положение, то есть неподвижно и геометрически неизменяемо. Подвижность сооружения характеризуется его степенью свободы, то есть числом геометрических параметров, которые могут изменяться во время движения независимо друг от друга. Геометрически неизменяемой называется такая система соединенных между собою тел, которая не допускает относительных перемещений составляющих ее частей без их деформации.

Отдельные геометрически неизменяемые плоские элементы сооружения называются дисками. Каждый брус или стержень рассматривается как диск.

Диск имеет на плоскости три степени свободы, то есть он может перемещаться поступательно в двух направлениях и поворачиваться вокруг любой точки. Для обеспечения неподвижности диска на него надо наложить три связи. Связи чаще всего накладывают в виде опорных стержней или шарниров. Стержень лишает диск одной степени свободы, так как препятствует перемещению его в направлении стержня. Шарнир лишает диск двух степеней свободы, так как препятствуют перемещению диска в двух направлениях, но оставляют возможность вращения вокруг этого шарнира. Поэтому опорный стержень рассматривается как одна кинематическая связь, а шарнир – как две.

Шарниры могут быть простые и кратные, полные и неполные. Простой (одиночный) шарнир соединяет два диска (рис. 218,а) и накладывает на систему две кинематические связи, а кратный шарнир, соединяющий 
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 дисков, эквивалентен 
[image: image756.wmf]1

-

n

 простому шарниру и накладывает 
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 кинематические связи (рис. 218,б). Шарнир, полностью разрезающий соединяемые стержни, называют полным  (рис. 218, а и б),   а   шарнир   примыкания   называют  неполным   (рис. 218,в).

Степень свободы системы, состоящей из 
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 дисков, определяют по формуле:
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где 
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 - число дисков; 
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 - число шарниров, в пересчете на одиночные; 
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C

 - число опорных стержней.

Если 
[image: image763.wmf]0
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, то система подвижная, не имеет достаточного количества связей и поэтому явно геометрически изменяемая.

Если 
[image: image764.wmf]0
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, то система обладает достаточным количеством связей, чтобы быть неподвижной и геометрически неизменяемой.

Если 
[image: image765.wmf]0
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, то система обладает числом связей, превышающим необходимое число для обеспечения неподвижности и геометрической неизменяемости системы. Связи, наложенные сверх необходимого количества, называют дополнительными.

Во втором и третьем случаях систему можно считать пригодной для сооружения только при правильном размещении связей. То есть выполнение этого требования является необходимым, но не достаточным условием для суждения о геометрической неизменяемости системы.

Формула только отражает количественную сторону кинематического анализа, а для окончательного суждения необходимо выполнить качественный анализ, то есть анализ распределения кинематических связей системы между ее дисками. Для этого заданную систему мысленно расчле​няют на более простые системы, состоящие из 2-3 дисков, и анализируют их, имея ввиду, что следующие три простейшие системы геометрически неизменяемы:

1. Три диска соединенные между собой тремя шарнирами, не лежащими на одной прямой (рис.219,а). Стержневой аналог этой системы - три стержня, соединенные тремя шарнирами, не лежащи​ми на одной прямой (рис.219,б).

2. Два диска соединенные между собой тремя стержнями, оси которых не пересекаются в одной точке (рис.219,в).

3. Точка, присоединенная к диску двумя стержнями, оси которых не лежат на одной прямой (рис.220,а). Стержневой аналог – три стержня, соединенные тремя шарнирами, не лежащими на одной прямой (рис.220,б).

 Таким образом, основным видом неизменяемой системы является треугольник.

Выполним кинематический анализ нескольких систем, показанных на рис. 221-223.

Пример 1. Выполнить кинемтический анализ системы, показанной на рис.221. 
Определяем, прежде всего, степень свободы системы по общей формуле, т.е. выполняем количественный анализ:
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Число дисков 
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 (АВ, ВСD, DЕ и EF), чиcлo промежуточных одиночных шарниров 
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 (В, D, С), число опорных стержней 
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. Тогда степень свободы системы равна:
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Следовательно, система имеет достаточное количе​ство связей и может быть геометрически неизменяемой и геометрически неизменяемой. Рассматриваем структуру системы, т.е. выполняем ка​чественный анализ. Шарниры А, С и F неподвижны, т.к. каждый из них присоединен к земле двумя стержнями. Диски АВ и ВСD совместно с землей образуют систему, состоящую из трех дисков, соединенных тремя шарнирами, не лежащими на одной прямой, и поэтому геометрически неизменяемую. Диски DЕ и EF присоединяют шарнир Е к геометрически неизменяемой системе, следовательно, и вся система также геометрически неизменяема.

Итак, рассмотренная система неподвижна, геометрически неизменяема и статически определима, так как дополнительных сверх минимально необходимого количества связей в ней нет.

Пример 2.Выполнить кинематический анализ системы, показанной на рис.222.

Прежде всего определяем степень свободы системы, у которой 
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Далее производим структурный анализ. Диск АВС связан тремя не пересекающимися в одной точке стержнями с неподвижным диском – землей, следовательно, он неподвижен. Точка 
[image: image775.wmf]D

 присоединена к расширенному неподвижному диску АВС – к земле - двумя стержнями, не лежащими на одной прямой, следовательно, она неподвижна.

Итак, рассмотренная система геометрически неизменяема, неподвижна и статически определима, так как не имеет лишних связей 
[image: image776.wmf]0
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.

Пример 3.Выполнить кинематический анализ системы, показанной на рис.223.

Определяем степень свободы системы, у которой число дисков 
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,  число простых шарниров 
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 (шарниры 3 и 5 двукратые), число опорных стержней 
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Далее производим кинематический анализ. Диски 1 –3 и 2-3, а также 5-6 и 5-7 совместно с землей образуют две системы из трех дисков, соединенных тремя шарнирами, не лежащими на одной прямой. Эти системы геометрически неизменяемы. Шарнир 4 присоединен двумя стержнями к неподвижным системам, следовательно, вся исходная система геометрически неизменяема.

Итак, рассмотренная система геометрически неизменяема, неподвижна и статически определима, так как не имеет лишних связей (
[image: image781.wmf]0
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).

2. Мгновенно изменяемые системы.
При кинематическом анализе системы следует иметь ввиду, что система при наличии достаточного числа связей и при геометрической структуре, обеспечивающей в общем ее неизменяемость, может оказаться мгно​венно подвижной или мгновенно изменяемой.

Мгновенно изменяемой называется система, имеющая возможность бесконечно малого перемещения отдельных точек сис​темы без изменения формы и размеров (длины) ее элементов.

Рассмотрим систему из двух стержней, шарнирно соединенных вторыми концами с помощью неподвижных шарниров к массиву (рис. 224).

В общем случае эта система геометрически неизме​няема (рис.224,а), но если все три шapниpa или, что то же самое, оба стержня лежат на одной прямой, то такая система будет мгновенно изменяемой (рис.224,б).

Система, показанная на рис. 224,б мгновенно изме​няема, так как имеет место бесконечно малое переме​щение точки В по вертикали. В самом деле, если мысленно разъединить стержни, то точка В может описать вокруг точки А окружность радиуса АВ. Бесконечно малое перемещение точки В направлено по перпендикуляру к прямой АВ . Введение стержня ВС не может вос​препятствовать  этому перемещению,  поскольку  точка его В будет описывать окружность по радиусу ВС во​круг точки С , имеющую общую касательную в точке В с окружностью радиуса АВ.

Аналогичное явление имеет место и при присоеди​нении диска к массиву тремя   опорными  стержнями,  оси  которых  пресекаются  в  одной  точке  (рис. 225,а). Точка О  в  данном случае  будет  центром мгновенного вращения, вокруг которого система может совершать бесконечно малое перемещение. 

Диск, опирающийся на три параллельных стержня (рис. 225,б) относится к изменяемым системам, так как вертикальные реакции не могут уравновесить наклонную (горизонтальную) нагрузку. 
Усилия, возникающие в элементах мгновенно изменяющихся сис​тем, теоретически могут оказаться неопределимыми или равными беско​нечности. Например,  для  случая  мгновенно  изменяемой  двухстержневой  системы (рис. 226) из условия 
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 опорная реакция 
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 усилие R получает большие значения, вызывающие если не разрушение, то, во всяком случае, значительные деформации стержней, что сопровождается опасно большим смеще​нием точки приложения силы. Этот факт широко используется при выборе угла наклона кровли зданий и сооружений, когда принимают 
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 или крышу делают горизонтальной без промежуточного шарнира.

Примером мгновенно изменяемой системы может служить следующая конструкция, состоящая из трех шарнирно соединенных элементов (рис. 227). 

Два боковых элемента можно рассматривать по отношению к среднему как опорные стержни, тогда оси трех опорных стержней пересекутся в одной точке.

Применение мгновенно изменяемых систем при проектировании инженерных сооружений недопустимо. Необходимо избегать не только мгновенно изменяемых систем, но и систем близких к ним, поскольку усилия в стержнях таких систем могут достигать значительных величин. Всякий кинематический анализ строительных конструкций должен до​полняться проверкой на мгновенную изменяемость.

Произведем полный кинематический анализ фермы, расчетная схема которой показана на рис. 228.

Степень свободы фермы определим по упрощенной формуле для ферм:
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где 
[image: image790.wmf]У

 - число узлов фермы, в том числе опорных; 
[image: image791.wmf]С

 - число стержней фермы, в том числе опорных.

Степень свободы по общей формуле будет равна:
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Производим общую проверку геометрической неизме​няемости системы. Известно, что система, состоящая из трех стержней, соединенных тремя шарнирами, геометрически неизменяема, поэтому объединяя все такие участки фермы получим три диска 1,2 и 3. Средний диск 2 присоединен к земле тремя стержнями, не пересекающимися в одной точке, то есть диск неподвижен и гео​метрически неизменяем. Диски 1 и 3 прикреплены к неподвижному диску 2 и земле тремя стрежнями, оси которых пересекаются в точках А и В соответственно. Точки А и В являются мгно​венными центрами вращения дисков 1 и 3.

Вывод: система неподвижна, но мгновенно изменяе​ма.

КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СООРУЖЕНИЙ
1. Степень свободы и геометрическая неизменяемость плоских систем.

Расчетные схемы ряда сооружений могут быть представлены в виде геометрически неизменяемой системы плоских тел, расположенных в одной плоскости, соединенных между собой шарнирами и прикрепленных к земле при помощи опорных устройств. Эти шарниры и опоры называют кинематическими связями или просто связями.

Сооружение, выполненное из отдельных элементов, может воспринимать любую нагрузку только в том случае, если оно сохраняет свою форму и положение, то есть неподвижно и геометрически неизменяемо. Подвижность сооружения характеризуется его степенью свободы, то есть числом геометрических параметров, которые могут изменяться во время движения независимо друг от друга. Геометрически неизменяемой называется такая система соединенных между собою тел, которая не допускает относительных перемещений составляющих ее частей без их деформации.

Отдельные геометрически неизменяемые плоские элементы сооружения называются дисками. Каждый брус или стержень рассматривается как диск.

Диск имеет на плоскости три степени свободы, то есть он может перемещаться поступательно в двух направлениях и поворачиваться вокруг любой точки. Для обеспечения неподвижности диска на него надо наложить три связи. Связи чаще всего накладывают в виде опорных стержней или шарниров. Стержень лишает диск одной степени свободы, так как препятствует перемещению его в направлении стержня. Шарнир лишает диск двух степеней свободы, так как препятствуют перемещению диска в двух направлениях, но оставляют возможность вращения вокруг этого шарнира. Поэтому опорный стержень рассматривается как одна кинематическая связь, а шарнир – как две.

Шарниры могут быть простые и кратные, полные и неполные. Простой (одиночный) шарнир соединяет два диска (рис. 218,а) и накладывает на систему две кинематические связи, а кратный шарнир, соединяющий 
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 дисков, эквивалентен 
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 простому шарниру и накладывает 
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 кинематические связи (рис. 218,б). Шарнир, полностью разрезающий соединяемые стержни, называют полным  (рис. 218, а и б),   а   шарнир   примыкания   называют  неполным   (рис. 218,в).

Степень свободы системы, состоящей из 
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 дисков, определяют по формуле:
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где 
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 - число дисков; 
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 - число шарниров, в пересчете на одиночные; 
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 - число опорных стержней.

Если 
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, то система подвижная, не имеет достаточного количества связей и поэтому явно геометрически изменяемая.

Если 
[image: image802.wmf]0
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, то система обладает достаточным количеством связей, чтобы быть неподвижной и геометрически неизменяемой.

Если 
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, то система обладает числом связей, превышающим необходимое число для обеспечения неподвижности и геометрической неизменяемости системы. Связи, наложенные сверх необходимого количества, называют дополнительными.

Во втором и третьем случаях систему можно считать пригодной для сооружения только при правильном размещении связей. То есть выполнение этого требования является необходимым, но не достаточным условием для суждения о геометрической неизменяемости системы.

Формула только отражает количественную сторону кинематического анализа, а для окончательного суждения необходимо выполнить качественный анализ, то есть анализ распределения кинематических связей системы между ее дисками. Для этого заданную систему мысленно расчле​няют на более простые системы, состоящие из 2-3 дисков, и анализируют их, имея ввиду, что следующие три простейшие системы геометрически неизменяемы:

1. Три диска соединенные между собой тремя шарнирами, не лежащими на одной прямой (рис.219,а). Стержневой аналог этой системы - три стержня, соединенные тремя шарнирами, не лежащи​ми на одной прямой (рис.219,б).

2. Два диска соединенные между собой тремя стержнями, оси которых не пересекаются в одной точке (рис.219,в).

3. Точка, присоединенная к диску двумя стержнями, оси которых не лежат на одной прямой (рис.220,а). Стержневой аналог – три стержня, соединенные тремя шарнирами, не лежащими на одной прямой (рис.220,б).

 Таким образом, основным видом неизменяемой системы является треугольник.

Выполним кинематический анализ нескольких систем, показанных на рис. 221-223.

Пример 1. Выполнить кинемтический анализ системы, показанной на рис.221. 
Определяем, прежде всего, степень свободы системы по общей формуле, т.е. выполняем количественный анализ:
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Число дисков 
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 (АВ, ВСD, DЕ и EF), чиcлo промежуточных одиночных шарниров 
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[image: image807.wmf]6

0

=

C

. Тогда степень свободы системы равна:
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Следовательно, система имеет достаточное количе​ство связей и может быть геометрически неизменяемой и геометрически неизменяемой. Рассматриваем структуру системы, т.е. выполняем ка​чественный анализ. Шарниры А, С и F неподвижны, т.к. каждый из них присоединен к земле двумя стержнями. Диски АВ и ВСD совместно с землей образуют систему, состоящую из трех дисков, соединенных тремя шарнирами, не лежащими на одной прямой, и поэтому геометрически неизменяемую. Диски DЕ и EF присоединяют шарнир Е к геометрически неизменяемой системе, следовательно, и вся система также геометрически неизменяема.

Итак, рассмотренная система неподвижна, геометрически неизменяема и статически определима, так как дополнительных сверх минимально необходимого количества связей в ней нет.

Пример 2.Выполнить кинематический анализ системы, показанной на рис.222.

Прежде всего определяем степень свободы системы, у которой 
[image: image809.wmf]2

=

D

, 
[image: image810.wmf]1

0

=

Ш

, 
[image: image811.wmf]4

0

=

C

:


[image: image812.wmf]0

4

1

2

2

3

=

-

×

-

×

=

W

.

Далее производим структурный анализ. Диск АВС связан тремя не пересекающимися в одной точке стержнями с неподвижным диском – землей, следовательно, он неподвижен. Точка 
[image: image813.wmf]D

 присоединена к расширенному неподвижному диску АВС – к земле - двумя стержнями, не лежащими на одной прямой, следовательно, она неподвижна.

Итак, рассмотренная система геометрически неизменяема, неподвижна и статически определима, так как не имеет лишних связей 
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Пример 3.Выполнить кинематический анализ системы, показанной на рис.223.

Определяем степень свободы системы, у которой число дисков 
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Далее производим кинематический анализ. Диски 1 –3 и 2-3, а также 5-6 и 5-7 совместно с землей образуют две системы из трех дисков, соединенных тремя шарнирами, не лежащими на одной прямой. Эти системы геометрически неизменяемы. Шарнир 4 присоединен двумя стержнями к неподвижным системам, следовательно, вся исходная система геометрически неизменяема.

Итак, рассмотренная система геометрически неизменяема, неподвижна и статически определима, так как не имеет лишних связей (
[image: image819.wmf]0
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2. Мгновенно изменяемые системы.
При кинематическом анализе системы следует иметь ввиду, что система при наличии достаточного числа связей и при геометрической структуре, обеспечивающей в общем ее неизменяемость, может оказаться мгно​венно подвижной или мгновенно изменяемой.

Мгновенно изменяемой называется система, имеющая возможность бесконечно малого перемещения отдельных точек сис​темы без изменения формы и размеров (длины) ее элементов.

Рассмотрим систему из двух стержней, шарнирно соединенных вторыми концами с помощью неподвижных шарниров к массиву (рис. 224).

В общем случае эта система геометрически неизме​няема (рис.224,а), но если все три шapниpa или, что то же самое, оба стержня лежат на одной прямой, то такая система будет мгновенно изменяемой (рис.224,б).

Система, показанная на рис. 224,б мгновенно изме​няема, так как имеет место бесконечно малое переме​щение точки В по вертикали. В самом деле, если мысленно разъединить стержни, то точка В может описать вокруг точки А окружность радиуса АВ. Бесконечно малое перемещение точки В направлено по перпендикуляру к прямой АВ . Введение стержня ВС не может вос​препятствовать  этому перемещению,  поскольку  точка его В будет описывать окружность по радиусу ВС во​круг точки С , имеющую общую касательную в точке В с окружностью радиуса АВ.

Аналогичное явление имеет место и при присоеди​нении диска к массиву тремя   опорными  стержнями,  оси  которых  пресекаются  в  одной  точке  (рис. 225,а). Точка О  в  данном случае  будет  центром мгновенного вращения, вокруг которого система может совершать бесконечно малое перемещение. 

Диск, опирающийся на три параллельных стержня (рис. 225,б) относится к изменяемым системам, так как вертикальные реакции не могут уравновесить наклонную (горизонтальную) нагрузку. 
Усилия, возникающие в элементах мгновенно изменяющихся сис​тем, теоретически могут оказаться неопределимыми или равными беско​нечности. Например,  для  случая  мгновенно  изменяемой  двухстержневой  системы (рис. 226) из условия 
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 получаем с учетом симметрии системы:
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 опорная реакция 
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[image: image825.wmf]a

 усилие R получает большие значения, вызывающие если не разрушение, то, во всяком случае, значительные деформации стержней, что сопровождается опасно большим смеще​нием точки приложения силы. Этот факт широко используется при выборе угла наклона кровли зданий и сооружений, когда принимают 
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 или крышу делают горизонтальной без промежуточного шарнира.

Примером мгновенно изменяемой системы может служить следующая конструкция, состоящая из трех шарнирно соединенных элементов (рис. 227). 

Два боковых элемента можно рассматривать по отношению к среднему как опорные стержни, тогда оси трех опорных стержней пересекутся в одной точке.

Применение мгновенно изменяемых систем при проектировании инженерных сооружений недопустимо. Необходимо избегать не только мгновенно изменяемых систем, но и систем близких к ним, поскольку усилия в стержнях таких систем могут достигать значительных величин. Всякий кинематический анализ строительных конструкций должен до​полняться проверкой на мгновенную изменяемость.

Произведем полный кинематический анализ фермы, расчетная схема которой показана на рис. 228.

Степень свободы фермы определим по упрощенной формуле для ферм:
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где 
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 - число узлов фермы, в том числе опорных; 
[image: image829.wmf]С

 - число стержней фермы, в том числе опорных.

Степень свободы по общей формуле будет равна:
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Производим общую проверку геометрической неизме​няемости системы. Известно, что система, состоящая из трех стержней, соединенных тремя шарнирами, геометрически неизменяема, поэтому объединяя все такие участки фермы получим три диска 1,2 и 3. Средний диск 2 присоединен к земле тремя стержнями, не пересекающимися в одной точке, то есть диск неподвижен и гео​метрически неизменяем. Диски 1 и 3 прикреплены к неподвижному диску 2 и земле тремя стрежнями, оси которых пересекаются в точках А и В соответственно. Точки А и В являются мгно​венными центрами вращения дисков 1 и 3.

Вывод: система неподвижна, но мгновенно изменяе​ма.

СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМЫЕ МНОГОПРОЛЕТНЫЕ БАЛКИ. СПОСОБЫ ИХ ОБРАЗОВАНИЯ, КЛАССИФИКАЦИЯ И АНАЛИТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ.

1. Способы образования и классификация статически определимых многопролетных балок.
Многопролетные статически определимые балки представляют собой совокупность однопролетных (с консолями и без консолей) балок, соединенных между собой шарнирами. В практике строительства этот вид балок применяется для перекрытия нескольких смежных пролетов. Преимущество консольно-балочных систем по сравнению с несколькими последовательно уложенными однопролетными балками - меньший расход материала и вес конструкции, так как при равной нагрузке усилия в однопролетных балках больше, чем в многопролетных шарнирных балках. А по сравнению с неразрезными многопролетными балками они менее чувствительны к неравномерным осадкам. Сравним, например, эпюры изгибающих моментов в двухпролетной балке (рис. 229,а) и двух однопролетных бaлкax (рис. 229,б), перекрывающих одни и те же два смежных пролета и одинаково нагруженных. Как видно, наибольшие изгибающие моменты в двухпролетной балке в 1,5 раза меньше наибольших моментов в однопролетных балках.

Теория расчета многопролетных шарнирных балок была разработана русским инженером Г. С. Семиколеновым в 1871 г.

В зависимости от расположения шарниров возможны различные схемы. На практике наиболее часто используются балки двух видов: или только с шарнирными опорами, или с одной защемленной и остальными шарнирными опорами (рис. 230). В каждом виде балок различают три типа балок:

1-вый тип характеризуется тем, что пролеты с двумя шарнирами чередуются с безшарнирными пролетами.

2-ой тип характеризуется тем, что в каждом пролете устанавливают по одному шарниру.

3-тий тип характеризуется тем, что пролеты  с одним и двумя шарнирами чередуются.

Число промежуточных шарниров Ш, при котором балка может быть статически определимой и геометрически неизменяемой, определяют по формуле:


[image: image831.wmf]3

-

=

оп

С

Ш

.

Для решения вопроса о неизменяемости многопролетной балки, а также для более наглядного представления о работе её элементов, изображают схему взаимодействия отдельных элементов балки, так называемую поэтажную схему. При этом мысленно удаляя промежуточные шapниры, расчленяют балку на элементарные балки, и выделяют среди них так называемые основные, подвесные и передаточные балки.

Основной называют балку, которая способна воспринять действующую на нее нагрузку и передать её через опоры полностью на основание (землю) даже в том случае, когда шарниры в пролетах разрезаны.

Подвесной называют балку, шарнирно опирающуюся на консоли двух смежных с ней балок.

Передаточной называют балку, которая частично передает нагрузку через опору на основание, а частично через промежуточный шарнир на консоль смежной поддерживающей балки.

2. Аналитический расчет многопролетных шарнирных балок.

Аналитический расчет многопролетных статически определимых балок заключается в последовательном расчете, составляющих ее, элементарных балок. Для этого, на  основе структурного анализа исходной балки, составляют поэтажную схему её. Далее вычерчивают основные, а  затем  последовательно в восходящем порядке подвесные и передаточные балки по этажам (уровням). При необходимости для придания геометрической неизменяемости к опорам балок с двумя цилиндрическими подвижными опорами добавляют по одному опорному стержню.

Этажные схемы для балок 1, 2, и 3 типов показаны на рис.231,а, 231,б, и 231,в соответственно.

Расчет многошарнирной балки начинают с подвесных или самых верхних передаточных элементарных балок на действие нагрузок непосредственно к ним приложенным. Основные или нижележащие передаточные элементарные балки рассчитывают на совместное действие заданных нагрузок и сил, передаваемых в шарнирах от вышерасположенных подвесных и передаточных балок. Силы, передаваемые в шарнирах, противоположны по направлению и равны по модулю опорным реакциям в вышерасположенных балках.

Определение опорных реакций и построение эпюр внутренних усилий Q и М производится по обычным правилам, известным из курса сопротивления материалов для однопролетных балок. Окончательные эпюры Q и М строятся для всей многопролетной балки путем объединения соответствующих эпюр, построенных для каждой элементарной балки в отдельности, или сразу для всей балки, после определения опорных реакций во всех опорах.


В заключение на основании условия прочности при изгибе 
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выполняют один из трех видов расчета: проверочный, проектный и определение грузонесущей способности балки. Последовательность и содержание этих трех видов расчетов те же, что и в курсе сопротивления материалов. Но расчет многопролетной балки дополняют кинематическим анализом, который предшествует этапу построения поэтажной схемы исходной балки.
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    Продолжение табл. П1. 


[image: image834.png]« CnpaBOuHBle BEJHUHHH JJIs1 oced
b d R r H Macca 1 m
g N ézz‘ X—X Xog—Xo Yo—1Yo X=X AAHEN
o) 55 | ix. | i Tyy mine | yg mine | Jxp | ow | TR
56 | 56 4 6.0l 2.0 4,38 113,10 1,73 | 20,80 2,18 5,41 1,11 123,30} 1,52 3,44
’ 5 [%°] <Y | 5,41 {16,00{ 1,72 25,40 | 2,16 | 6,59 | 1,10 [29,20| 1,57 | 4,25
4 4,96 {18,90| 1,95 | 29,90 2,45 7,81 1,25 |[33,10{ 1,69 3,90
6,3 63 5 7,01 2,3 6,13 |23,10] 1,94 36,60 2,44 9,52 1,25 [41,50]| 1,74 4,81
6 7,28 127,10} 1,93 | 42,90 2,43 11,20 1,24 {50,00| 1,78 5,72
4,5 6,20 { 29,01 2,16 | 46,0 2,72 12,0 1,39 {51,0 | 1,88 4,87
5 6,86 | 31,9 | 2,16 50,7 2,72 13,2 1,39 56,7 | 1,90 5,38
7 70 6 8 2,7 1815137,6}2,15] 59,6 2,71 15,5 1,38 [68,4 | 1,94 6,39
7 9,421 43,0 2,14 68,2 2,69 17,8 1,37 80,1 1,99 7,39
8 10,70 | 48,2} 2,13} 76,4 2,68 20,0 1,37 91,9 | 2,02 8,37
5 7,391 39,5 | 2,31 62,6 2,91 16,4 1,49 69,6] 2,02 5,80
6 8,78| 46,6 | 2,30 | 73,9 2,90 19,3 1,48 83,9 2,06 6,89
7,5 | 75 7 9 3,0 }10,10} 53,3 | 2,29 | 84,6 2,89 22,1 1,48 98,31 2,10 7,96
8 11,50 59,8 | 2,28 94,6 2,87 24,8 1,47 |113,0) 2,15 9,02
9 12,80| 66,1 | 2,27 | 105,0 2,86 27,5 1,46 1127,0] 2,18 10,10
5,5 8,63 52,7 2,47 83,6 3,11 21,8 1.59 93,2 2,17 6,78
8 80 6 9 3.0 9,38 57,0 2,47 90,4 3,11 23,5 1,58 102,0] 2,19 7,36
7 ’ 10,801 65,3) 2,451 104,0 3,09 27,0 1,68 |119,0} 2,23 8,51
8 12,30 73,4 2,44 116,0 3,08 30,3 1,57 |137,0} 2,27 9,65
6 10,60 82,1 2,78 130,0 3,80 34,0 1,79 }145,0} 2,43 8,33
g 90 7 10 3.3 12,30 94,3| 2,77 150,0 3,49 38,9 1,78 |169,0| 2,47 9,64
8 ’ 13,90} 106,0] 2,76 168,0 3,48 43,8 1,77 ]194,0} 2,51 10,90
9 15,60[118,0} 2,75 186,0 3,46 48,6 1,77 1219,0( 2,55 12,20
6,5 12,80} 122,0{ 3,09 193,0 3,88 50,7 1,99 |214,0] 2,68 10,10
7 13,801131,0| 3,08 207,0 3,88 54,2 1,98 |231,0] 2,71 10,80
8 15,60 147,01 3,07 233,0 3,87 60,9 1,98 |265,01 2,75 12,20
10 {100 | 10 12 | 4,0 }19,201179,0| 3,06 | 284,0 3,84 74,1 1,96 }333,0] 2,83 15,10
12 22,80]209,01 3,03 331,0 3,81 86,9 1,95 [402,0] 2,91 17,90
14 26,301237,0| 3,00 | 375,0 3,78 99,3 1,94 |472,0| 2,99 20,60
16 29,701264,0¢ 2,98 { 416,0 3,74 112,0 1,94 (542,0] 3,06 | 23,30
1 110 7 12| 40 15,201176,0] 3,40 | 279,0 4,29 72,7 2,19 |[308,0] 2,96 11,90
8 ! 17,20 198,0} 3,39 | 315,0 4,28 81,8 2,18 |353,0] 3,00 13,50





    Окончание табл. П1.
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