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ВВЕДЕНИЕ
    Предлагаемое учебное пособие предназначено для самостоятельного освоения студентами методов решения задач по кинематике.

    В начале каждого раздела приведены краткие теоретические сведения, затем изложены методы решения основных групп задач и их применение для кинематического расчета различных движущихся тел и механизмов, даны разъяснения наиболее трудных этапов решения, основные правила и рекомендации.

    Предполагается, что для освоения методов решения задач с помощью пособия студенты будут последовательно прорабатывать все разделы в том порядке, который здесь принят. Учитывая это, материал первых подразделов излагается с подробнейшими разъяснениями, затем объем пояснений постепенно уменьшается, иногда вместо пояснений дается лишь ссылка на предшествующие указания.

    Пособие поможет студентам выполнить предусмотренную программой курсовую работу по данному разделу теоретической механики.

    Формулы, рисунки и номера задач имеют двойную нумерацию: первая цифра соответствует номеру раздела, вторая – порядковому номеру формулы, рисунка или задачи. Для большинства задач дополнительно указаны номера задач из курсовой работы, содержание которой определено пособием “Теоретическая механика. Сборник задач. Часть 2. Кинематика. – Хабаровск: ДВГУПС, 1995”.

 1. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ
    В задачах данного раздела определяются координаты, скорость, ускорение точки в любой назначенный момент времени при различных способах задания движения. Из всех способов задания движения точки наибольшее распространение получили координатный и естественный способы.

    Рассмотрим вначале координатный способ задания движения точки. Положение в пространстве движущейся точки определяется тремя координатами в декартовой системе координат. Эти координаты задаются как функции времени:
                       [image: image1.png]x=x(); y=vyt): z=z().



                                            (1.1)
    Зависимости (1.1) называются уравнениями движения точки в декартовых координатах.

    Если движение точки происходит в плоскости ху, то задаются только два уравнения движения:

x = x(t);               y = y (t).

    При прямолинейном движении точки достаточно задать одно уравнение движения:

x = x(t),
если принять, что ось х совпадает с прямой, по которой движется точка.

    Скорость точки представляет собой вектор, характеризующий быстроту и направление движения точки в данный момент времени.

    При задании движения точки уравнениями (1.1) проекции скорости на оси декартовых координат равны:
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    Модуль скорости
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.                                           (1.2)
    Направление скорости определяется направляющими косинусами:

[image: image4.png]cos(V; |)—h, cos(v;]):%; cosN;R):%



.

    Если движение точки задается в плоскости ху, то [image: image5.png]
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.

    При прямолинейном движении по оси х:

[image: image7.png]


.

    Характеристикой быстроты изменения скорости является ускорение а. Ускорение точки равно производной от вектора скорости по времени:
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.

    При задании движения точки уравнениями (1.1) проекции ускорения на координатные оси равны:
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    Модуль ускорения:
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.                                           (1.3)

    Направление ускорения определяется направляющими косинусами 
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    Если движение точки задается в плоскости ху, то [image: image14.png]
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    При прямолинейном движении по оси х

[image: image18.png]
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.

    Далее рассмотрим естественный способ задания движения точки.

    Считается, что движение точки задано естественным способом, если указаны ее траектория и закон изменения криволинейной координаты s = s(t). Уравнение s = s(t) называется законом движения точки по траектории. При этом на траектории указывается начало отсчета, а также положительное направление отсчета координаты s в виде стрелки [image: image20.png]


.

    Модуль скорости точки определяется по формуле

                               [image: image21.png]


.                                                                   (1.4)

    Вектор скорости V направлен по касательной к траектории в сторону стрелки [image: image22.png]


, если [image: image23.png]§>0



, и в противоположную сторону, если [image: image24.png]§<0



.

    Ускорение точки определяется как векторная сумма касательного и нормального ускорений точки:

 а = а + аn .

    Модуль касательного ускорения определяется по формуле
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.                                                     (1.5)

    Вектор касательного ускорения а направлен по касательной к траектории в сторону стрелки [image: image26.png]


, если [image: image27.png]


, и в противоположную, если [image: image28.png]


.

    Модуль нормального ускорения определяется по формуле

                                          [image: image29.png]


,                                                              (1.6)

где  – радиус кривизны траектории в данной точке.

    Вектор нормального ускорения аn всегда направлен по главной нормали в сторону центра кривизны траектории.

    Модуль полного ускорения

                                            [image: image30.png]2, 2
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.                                                            (1.7)

    Если движение точки задано координатным способом, то можно определить параметры движения, характерные для естественного способа задания движения.

    Так можно, например, по уравнениям движения точки (1.1) найти уравнение ее траектории в форме зависимости между координатами. Для этого надо из уравнений движения исключить время t. Затем можно найти закон движения точки по траектории s = s(t), используя формулу (1.4). Из этой формулы следует, что ds = V dt; с учетом формулы (1.2) имеем [image: image31.png]ds =)0+ ¥+ 2 dt
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.                                                  (1.8)

    В законе движения (1.8) за начало отсчета координаты s принимается начальное положение точки, когда t = 0. Знак “плюс” или “минус” перед интегралом ставится в зависимости от выбора положительного направления отсчета координаты s: если движение точки начинается в сторону стрелки [image: image33.png]


, то следует брать знак “плюс”, в противном случае – знак “минус”.

    Рассмотрим вначале методику решения задач, в которых движение точки задано координатным способом. Уравнения (1.1) определяются либо из геометрических условий, либо в результате интегрирования дифференциальных уравнений движения точки. Интегрирование дифференциальных уравнений движения точки рассматривается в разделе “Динамика точки”, который не входит в данное пособие. Получение уравнений (1.1) с использованием геометрии движения рассмотрим на примере исследования движения точки обода колеса.
Задача 1.1 (3) 

Задача 1.2 (1) 

Задача 1.3 (2) 

Задача 1.4 (4) 

Задача 1.5 (4) 

Задача 1.6 (5) 

Задача 1.7 (6) 

Задача 1.8 (7) 

Задача 1.1 (3)
    Найти уравнения движения точки М обода колеса радиуса R вагона, который движется по прямолинейному участку пути со скоростью V. Колесо катится без скольжения. Точка М в начальный момент движения соприкасалась с рельсом, т.е. занимала положение М0 (рис. 1.1).
[image: image34.png]



Рис. 1.1
    Решение
    Изобразим на расчетной схеме (рис. 1.1) оси координат х и у, начало координат поместим в начальное положение точки М0.

    Рассмотрим два положения колеса: в начальный момент t = 0 и в текущий момент времени t.

    Отметим положение точки М на ободе колеса и положение центра С колеса в момент t, координаты точки: xм = М0В, ум = МВ.

    Расстояние от центра колеса до рельса остается постоянным и равным R; это значит, что центр C колеса движется по прямой, параллельной оси х. За время t центр колеса переместится на расстояние C0C = Vt (закон равномерного движения точки C), одновременно колесо повернется на угол  . 

    Чтобы получить уравнения движения точки М, надо координаты этой точки представить как функции времени.

    Из расчетной схемы (рис. 1.1) видно, что
хм = C0C – ЕС, ум = ВЕ – МЕ;

или

хм = Vt – ЕС, ум = R – МЕ.

    Из треугольника МЕС имеем;

МЕ = Rsin (90 –  ) = Rcos ,

ЕC = Rcos (90 –  ) = Rsin ,

Тогда хм = Vt – Rsin , (a)

ум = R – Rcos .

    Найдем зависимость угла  от времени t: так как колесо катится без скольжения, то длина дуги АМ окружности обода колеса (рис.1.1) равна длине отрезка М0А.

    При этом

М0А = С0С = Vt ,

но длина дуги АМ равна также произведению радиуса R на центральный угол  ; поэтому Vt = R , отсюда [image: image35.png]


.

    Теперь уравнения (а) будут иметь вид

[image: image36.png]Xu=Vt — Rsin[ytj
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;                  [image: image37.png]Yo=R - Rcos[ytj
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.

    Полученные уравнения представляют собой уравнения движения точки М. В аналитической геометрии показано, что это параметрические уравнения циклоиды (параметром в данном случае является время t). Таким образом, траектория точки обода колеса, движущегося по прямолинейному участку пути без проскальзывания, является циклоидой. Длина одной ветви циклоиды L (рис. 1.1) равна 2 R, высота – H = 2R.
Задача 1.2 (1)
    Даны уравнения движения точки: 

       [image: image38.png]- 27
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(х, у – м; t – с).                           (б)

1. Определить уравнение траектории и построить ее. 

2. Определить начальное положение точки на траектории. 

3. Указать моменты времени, когда точка пересекает оси координат. 

4. Найти закон движения точки по траектории s = s(t), принимая за начало отсчета расстояний начальное положение точки. 

5. Построить график движения точки. 

    Решение
    1. Для получения уравнения траектории вида F(x, y) = 0 исключим из уравнений движения (б) время t: из первого уравнения системы (б) найдем

[image: image40.png]1-x



,
подставляя это выражение во второе уравнение той же системы, получим уравнение траектории

y = x + 5.

	[image: image41.png]



Рис. 1.2
	  

Это – уравнение прямой линии. Для построения прямой представим ее уравнение в отрезках

[image: image42.png]>la
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,

где а – отрезок, отсекаемый прямой на оси х, b – отрезок, отсекаемый прямой на оси у. В данном случае а = -5 м, b = 5 м. Откладываем на оси х отрезок а = -5 м, по оси у – отрезок b = 5 м. Через полученные точки проводим прямую (рис. 1.2).


  

    2. Для определения положения точки в начальный момент времени необходимо подставить значение t = 0 в уравнения движения (б) 

  

[image: image43.png]X =1-2c0s%0 =1—




м; 

[image: image44.png]¥ =6-2c0s°0 =6-2=4



м. 

Точка при t = 0 занимает положение М0 (-1;4).

    3. В момент пересечения точкой оси у координата х равна нулю, а первое уравнение системы (б) примет вид:

[image: image45.png]0 =1 -2cos’
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.

Отсюда 

[image: image46.png]ty:%+27m,ty:1+8n,




где n = 0, 1, 2 …

    В момент пересечения точкой оси х координата у равна нулю, а второе уравнение системы (б) примет вид:

[image: image47.png]0:672cosz%lx



или [image: image48.png]cos%lX =3>1



.

Но косинус не может быть больше 1. Следовательно, точка не пересекает ось х (см. об этом также п. 4 решения задачи).

    4. Для определения закона движения точки по траектории воспользуемся формулой (1.8). За начало отсчета координаты s примем начальное положение точки М0. Подставляя в уравнения (б) значения t > 0, видим, что с выходом из начального положения М0 координаты точки х и у увеличиваются. Это направление движения точки примем за положительное направление отсчета координаты s (см. стрелку [image: image49.png]


на рис. 1.2), а в формуле (1.8) оставим знак “плюс”: 
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    Учитывая, что 

[image: image51.png]
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получим 
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или

                                          [image: image54.png]s:ﬁ*ﬁcosgt



.                                                        (в)

    Из закона (в) следует, что координата s не может быть отрицательной, т.е. точка движется по полупрямой М0М (рис.1.2) и ось х не пересекает (см. по этому поводу п. 3 решения задачи).

    5. График движения точки – это графическое представление зависимости расстояния s от времени t. Для построения такого графика по оси абсцисс откладывают последовательные значения времени t, а по оси ординат – соответствующие им значения расстояния s. Построенные точки соединяют плавной линией. График зависимости (в) можно построить быстрее, если воспользоваться известным графиком косинуса. Для этого вначале построим график функции [image: image55.png]51 = «/Ecos%l



(штриховая линия на рис. 1.3), затем этот график сместим вдоль оси s на величину [image: image56.png]


м. 
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Рис. 1.3.
    Задача 1.3 (2)
    Даны уравнения движения точки:

           [image: image58.png]X = 5cos§m -25
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=5sinznt +5
¥ 2™



(х, у – см; t – с ).                             (г)

1. Определить уравнение траектории и построить ее. 

2. Определить начальное положение точки на ее траектории. 

3. Найти закон движения точки по траектории s = s(t), принимая за начало отсчета расстояний начальное положение точки. 

4. Определить время T прохождения точкой полной окружности. 

    Решение
	[image: image60.png]



Рис. 1.4
	  

1. Чтобы найти уравнение траектории точки необходимо из уравнений движения (г) исключить время t. Для этого уравнения движения (г) разрешим относительно [image: image61.png]5cos§m
2



и [image: image62.png]5sin§m
2



и возведем полученные результаты в квадрат

[image: image63.png]3\
52[cos§nt] = (x+25)



;

[image: image64.png]52[singnt]2 = (y-57



,


    сложим эти уравнения и после преобразования получим

[image: image65.png](x+25) + (y-5) = 52



.

    Это уравнение окружности радиуса R = 5 см, центр окружности расположен в точке С (-2,5; 5) (рис. 1.4).

    2. Для определения начального положения точки подставим значение времени t = 0 в уравнения (г)

х0 = 5 соs0 – 2,5 = 2,5 см; у0 = 5 sin0 – 5 = 5 см;

    Точка при t = 0 занимает положение М0 (2,5; 5).

    3. Для определения закона движения точки по траектории воспользуемся формулой (1.8). За начало отсчета координаты s примем точку M0. Из системы уравнений (г) видно, что с увеличением времени t от нуля x уменьшается, а y увеличивается. 

    Такое возможно, если после выхода из начального положения точка будет двигаться по окружности против часовой стрелки. Это направление движения точки примем за положительное направление отсчета координаты s (см. стрелку [image: image66.png]


на рис. 1.4), а в формуле (1.8) перед интегралом оставим знак “плюс”: 

[image: image67.png]t
s=+ [ e+ 97 dt
i)



, где [image: image68.png]X = 75%nsin%nt



; [image: image69.png]y = fS%ncos%nt



.

    Отсюда 

                                               [image: image70.png]


; [image: image71.png]


.                                            (д)

    4. Определим время Т прохождения точкой полной окружности. 
Т – время, по истечении которого s в формуле (д) станет равным длине окружности 2 R:

                                        [image: image72.png]2R = 15 T
2



.
    Отсюда [image: image73.png]IS



с.

    Задача 1.4 (4)
    Даны уравнения движения точки:

                               [image: image74.png]T
=3cos=t
X 2



;                 y = t (x, y – м; t – с ).                                 (е)

1. Определить уравнение траектории точки. 

2. Определить скорость и ускорение точки при t = 0 и t = 1 с. 

3. Построить траекторию и указать полученные векторы скорости и ускорения на чертеже. 

    Решение
    1. Уравнение траектории получается подстановкой в первое уравнение системы (е) величины t = y, полученной из второго уравнения этой системы:

                                                   [image: image75.png]7[
x=3c0s
2Y



.                                                              (ж)

    2. Модуль скорости точки определяется по формуле [image: image76.png]V= Viv2



, где [image: image77.png]
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– проекции вектора скорости на координатные оси. Для заданного движения (е) имеем

[image: image79.png]3
V= finsln%l



,                              [image: image80.png]


м/c.

    При t = 0                   [image: image81.png]3
Vm:’EnsinO =0



,                    [image: image82.png]Voy =1



м/c.

    Модуль скорости V0 = 1 м/c.

    При t = 1 с,           [image: image83.png]3 7 3
Vig = f—nslnE: 757[ =-471



м/c,           [image: image84.png]Vig=1



м/c.

    Модуль скорости V1 = 4,82 м/с.

    Модуль ускорения точки определяется по формуле [image: image85.png]2. 2
atay



, где [image: image86.png]


, [image: image87.png]


– проекции вектора ускорения на координатные оси. Для заданного движения (е) имеем

                                [image: image88.png]_.3
aw**n cos Ty



,                            [image: image89.png]


.

    При t = 0              [image: image90.png]aox =

sl

n’=-74



м/с2 ,                 [image: image91.png]


.
    Модуль ускорения a0 = 7,4 м/с2.

    При t = 1 с                   [image: image92.png]32
— COS* =
2705

0



,                 [image: image93.png]


.

    Модуль ускорения a1 = 0.

    3. Траектория точки (ж) представляет собой косинусоиду.
	[image: image94.png]



Рис.1.5
	Для построения траектории найдем по уравнению (ж) пять точек, задавшись пятью значениями у: у = 0, 1, 2, 3, 4, М0(3; 0), М1(0; 1), М2(-3; 2), М3(0; 3), М4(3; 4). По этим точкам построена траектория на рис. 1.5.   Определим положение точки в моменты времени t = 0 и t = 1 с, учитывая (е). При t = 0 x0 = 3 м, y0 = 0, точка занимает положение М0(3; 0).


  При t = 1 с x1 = 0, y1 = 1 м, точка занимает положение М1(0; 1). Для этих положений точки построим векторы скорости и ускорения. От точки M0 отложим проекции скорости V0x = 0 и V0y = 1 м/с (см. п.2); направление вектора  V0 показано на рис. 1.5. Вектор скорости  V1 построим следующим образом: через точку M1 проведем оси [image: image95.png]MyX



и [image: image96.png]My



, ось [image: image97.png]MyX



параллельна оси x, а ось [image: image98.png]My



совпадает с осью y. Вдоль этих осей от точки M1 отложим отрезки, равные проекциям V1x и V1y (с учетом их знаков); затем построим прямоугольник, диагональ которого есть вектор  V1. Модуль вектора ускорения a0 равен модулю проекции a0x (см. п. 2),  a0 направлен от точки M0 в сторону, противоположную положительному направлению оси x (cкорости  V0,  V1 должны совпадать с касательными к траектории соответственно в точках M0 и M1. Вектор a0 должен быть направлен от точки M0 внутрь кривой).
    Задача 1.5 (4)
    Даны уравнения движения точки:

                        [image: image99.png]xf2(e+e)



;           [image: image100.png]y-2le'-e?)



(х, у – м; t – с ).                      (з)

1. Определить уравнение траектории точки. 

2. Определить скорость и ускорение точки при t = 1 с. 

3. Построить траекторию и указать полученные векторы скорости и ускорения на чертеже. 

    Решение
    1. Для того чтобы получить уравнение траектории, необходимо из уравнений движения (з) исключить время. Запишем эти уравнения в виде

[image: image101.png]


, [image: image102.png]


.

    Возведем оба уравнения в квадрат, вычтем второе из первого и получим уравнение траектории:

                                                   x2 – y2 = 42.                                                                (и)

    Это уравнение равнобочной гиперболы, полуось которой b = 4 м.

    2. Определим проекции скорости

[image: image103.png]t_ -
2 (el -eHm/c;
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    В заданный момент времени t = 1с, V1x = 4,68 м/с, V1у = 6,16 м/с 
модуль скорости [image: image105.png]Vi= Vi + Vi, = 776



м/с.

    Определим проекции ускорения

[image: image106.png]


м/с2,             [image: image107.png]ay=¥ =2 (e'-e™)



м/с2 .

    В момент времени t = 1с, а1x = 6,16 м/с2, а1у = 4,68 м/с2 модуль ускорения [image: image108.png]a1= ~atc+ aty = 7,76



м/с2.

    3. Построим траекторию точки по уравнению (и). Действительной осью гиперболы является ось х (рис. 1.6). На траектории найдем точку М1, соответствующую моменту времени t = 1 с. Координаты этой точки: x1 = 2(e + e-1) = 6,16 м; y1 = 2(e – e-1) = 4,68 м; M1 (6,16; 4,68).

[image: image109.png]



Рис. 1.6
    Вектор скорости построим следующим образом: через точку М1 проведем оси [image: image110.png]My X4



и [image: image111.png]My,



, параллельные соответствующим осям x и y; вдоль этих осей от точки М1 отложим отрезки, равные проекциям V1x и V1y (с учетом их знаков). Диагональ прямоугольника, построенного на этих отрезках, есть вектор V1. Вектор ускорения a1 строим подобным образом: от точки М1 вдоль оси [image: image112.png]My X4



отложим отрезок, равный проекции a1x, а вдоль оси [image: image113.png]My



отложим отрезок a1y. Затем на этих отрезках строим прямоугольник, диагональ которого есть вектор a1. Вектор скорости V1 должен быть направлен по касательной к траектории в точке M1, а вектор ускорения a1 должен быть направлен от точки M1 внутрь кривой.     Задача 1.6 (5)
	[image: image114.png]



Рис. 1.7
	Даны уравнения движения точки М шатуна АВ кривошипно-ползунного механизма (рис. 1.7):

[image: image115.png]x = 20cos2nt; y = 40sin2nt




(х, у – м; t – с ).         (к)

1. Определить уравнение траектории точки. 

2. Определить скорость и ускорение точки в момент, когда она пересечет прямую y = 20 см. 


    Решение
1. Чтобы определить уравнение траектории, следует исключить время из уравнений движения (к). Учитывая, что
[image: image116.png]cos?2nt+sin® 2nt=1



,

получим [image: image117.png]


.

Траектория представляет собой эллипс с полуосями 20 см и 40 см.

    2. Определим время Т, когда точка пересечет прямую у = 20 см, первое уравнение системы (к) в этот момент примет вид: 
20 = 40 sin2 t, отсюда следует [image: image118.png]sin2nT=1; 207=% T-
2 3




с.

    Найдем величины скорости и ускорения по значениям их проекций в момент времени [image: image119.png]


с:

[image: image120.png]V= 740nsin%n =-20r



см/с;                 [image: image121.png]V= 780ncos%n =40.3n



см/с.

    Модуль скорости [image: image122.png]V = Virvi-224



см/с.

    Проекции ускорения

[image: image123.png]= ’807[2005%7[ --40:23



см/с2;

[image: image124.png]ay= *160n25in%n --g0x?



см/с2.

    Модуль ускорения

[image: image125.png]a =-Jai+ a5 =1022



см/с2.

    Задача 1.7 (6)
    Дан закон движения точки по окружности радиуса R = 5 м:

                  [image: image126.png]P - 2258 +162t-15



(s – см; t –с ).                                              (л)

1. Определить скорость и ускорение точки при t = 0 и t1 = 10 с. 

2. Определить моменты остановки точки. 

3. Определить путь, пройденный точкой за 10 с. 

    Решение
	[image: image127.png]



Рис. 1.8
	1. На траектории отметим точку O – начало отсчета координаты s и укажем положительное направление отсчета этой координаты стрелкой [image: image128.png]


(рис. 1.8). Отметим положение точки в моменты времени t = 0 и t1 = 10 с. При t = 0 s0 = -15 см; при t1 = 10 с s1 = 355 см. Положение точек M0 и M1 указано на рис. 1.8. Проведем из точек M0 и M1 естественные оси координат  0, n0;  1, n1.


Определим проекцию скорости на касательную [image: image129.png]


, учитывая (л), 

                                           [image: image130.png]t? - 45t+162




. (м)

При t = 0,                  V o = 162 см/с              и t1 = 10 c                 V 1 = 12 см/с.

    Теперь отложим найденные проекции скорости из точек M0 и M1 по соответствующим касательным: V o – по касательной  o, V 1 – по касательной  1. Векторы  Vo и  V1 совпадают со своими проекциями V o и V1.

Определим проекции ускорения на естественные оси координат, учитывая (л),

[image: image131.png]ar=% =(6t-45)



см/с2; [image: image132.png]V2 _ (3t- 4511162 )’
R 500

an=



см/с2.

    Ускорение точки [image: image133.png]


.

При t = 0                        [image: image134.png]a0




см/с2;                     [image: image135.png]


см/с2;

[image: image136.png]J(-45)% +52,487 =693




см/с2.

При t1 = 10 с              [image: image137.png]an=15



см/с2;                       [image: image138.png]am =

144

500

=029



см/с2;

[image: image139.png]a1=/15°+0.29




см/с2.
    Отложим из точек M0 и M1 по естественным осям проекции аo, аno, а 1, аn1. Векторы a0, a1 изображаются диагоналями прямоугольников, построенных на проекциях ускорений.

    2. Чтобы найти моменты остановки, необходимо найти время t*, когда скорость точки равна нулю. Из уравнения (м) получим

3(t*)2 – 45t* + 162 = 0.

    Решив это уравнение, будем иметь t1* = 6 с, t2* = 9 с. 

    3. Поскольку за 10 с точка сделала две остановки (см. п. 2), пройденный ею путь за 10 с можно найти как сумму пути, пройденного точкой от начального положения до первой остановки, пути, пройденного точкой от первой до второй остановки, и пути, пройденного точкой от второй остановки до момента времени t1 = 10 с, т.е.

[image: image140.png]I1=si - so| + |52~ s1] + |31 - 2]



,

где s0 = -15 см;

[image: image141.png]51=6°-225 -6°+162 - 6 - 15 =363



см;

[image: image142.png]$2=9°-225 -9’ +162 -9 - 15 =3495



см; 

[image: image143.png]$1=10°-225 - 10°+162 - 10 - 15 =355



см. 

Путь, пройденный точкой за 10 с, равен
 [image: image144.png]I1=|363+15|+ |3495-363|+ |355-3495| = 397



 см.

    Задача 1.8 (7)
    По заданным уравнениям движения точки:

        [image: image145.png]X = /3 cost - sint



;                 [image: image146.png]y = cost - +/3 sint



(х, у – м; t – с)                          (н)

найти ее касательное и нормальное ускорение, а также радиус кривизны траектории для заданного момента времени t1 = 0,5  с.

    Решение
    Заданные уравнения движения точки (н) позволяют найти проекции скорости точки, м/с, 

[image: image147.png][3sint - cost




; 

[image: image148.png]Vy=y = -sint - 3cost



. 

    Модуль скорости, м/с, 

                                     [image: image149.png]V = Vi+Vi= 4125 sin2t



.                                    (о)
    В момент времени t1 = 0,5  с V1 = 2 м/с.

    Проекции ускорения точки, м/с2:

[image: image150.png]ay =X =--/3cost+ sint;




[image: image151.png]§ =-cost+3sint




. 

    Модуль полного ускорения, м/с2
                                    [image: image152.png]=Jatal= ja-2f3 sn2t




.                                        (п)

    В момент времени t1 = 0,5                           са = 2 м/с2.

    Зная выражение скорости, как функции времени t (о), определим модуль касательного ускорения точки, м/с2, по формуле (1.5)

                                           [image: image153.png]‘ ZICOSZt
4 2 [3sin2t



.                                         (р)

    В момент [image: image154.png]t1=05n



с [image: image155.png]


м/с2.

    По полному ускорению (п) и касательному ускорению (р) найдем модуль нормального ускорения точки для [image: image156.png]t1=05n



с, учитывая формулу (1.7)

[image: image157.png]i = A - =42 - [T =1



м/с2.

    Нормальное ускорение аn1 и радиус кривизны траектории  1 связаны зависимостью (1.6), из которой следует, что при [image: image158.png]t1=05n



с

[image: image159.png]pi=

2ls,



м.
 

2. КИНЕМАТИКА ВРАЩЕНИЯ ТЕЛА ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ
2.1. Краткие сведения из теории
    Уравнение вращательного движения твердого тела вокруг неподвижной оси имеет вид

                                      [image: image160.png]¢ =filt)



.                                                                           (2.1)

    Отсчет угла  ведется от выбранного начала. При этом углам, отложенным в направлении движения часовой стрелки, придается знак “минус”, а углам противоположного направления – знак “плюс”.

    Угол поворота  выражается в радианах. Иногда угол поворота определяется числом оборотов N. Зависимость между  и N следующая  = 2  N.

    Угловая скорость тела:

                                             [image: image161.png]Ao, t
=g - Pef



.                                                          (2.2)

    Знак производной [image: image162.png]


дает возможность установить происходит ли вращение тела в положительном направлении отсчета угла поворота (знак “плюс”) или в обратную сторону (знак “минус”). Единица измерения угловой скорости – радиан в секунду (или 1/с).

    Иногда угловую скорость характеризуют числом оборотов в минуту и обозначают буквой n. Зависимость между  и n имеет вид

[image: image163.png]


.

    Угловое ускорение тела:

                                            [image: image164.png]


.                                             (2.3)

    Знак производной [image: image165.png]


дает возможность установить является ли вращение тела в данный момент времени ускоренным или замедленным. Если знаки  и  одинаковы, тело вращается ускоренно, а если их знаки различны – замедленно. Единица измерения углового ускорения – радиан на секунду в квадрате (или 1/с2).

    Траекториями точек тела, нележащих на оси вращения, являются окружности с центрами на оси вращения и радиусами, равными кратчайшему расстоянию от этих точек до оси вращения.

    Модуль скорости любой точки тела, находящейся на расстоянии h от оси вращения (рис. 2.1), определяется по формуле

                                                [image: image166.png]


.                                                                    (2.4)

    Направлена скорость точки по касательной к описываемой точкой окружности в сторону движения.

    Ускорение любой точки тела состоит из двух составляющих – вращательного aвр и осестремительного aос ускорений:

 a = aвр + aос.

    Модуль вращательного ускорения точки определяется по формуле
                                                  авр =  h.                                                               (2.5)
[image: image167.png]


                 [image: image168.png]



Рис. 2.1
    Вращательное ускорение направлено по касательной к описываемой точкой окружности в ту же сторону, что и его скорость, если вращение тела ускоренное (рис. 2.1, а) и в сторону, противоположную скорости, если вращение замедленное (рис. 2.1, б).

    Модуль осестремительного ускорения определяется по формуле
                                                                         аос =  2 h.                                                                         (2.5)
    Осестремительное ускорение всегда направлено по радиусу окружности от точки к центру окружности (рис. 2.1).

    Модуль полного ускорения точки определяется по формуле

                                [image: image169.png]2 2 2
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.                                                   (2.7)
 

2.2. Основные типы задач кинематики вращения тела вокруг оси
    В зависимости от того, что задано в условии задачи и что требуется определить, различают следующие два основных типа задач.

    1. Исследуется движение тела в целом. В этих задачах вначале нужно получить законы (2.1)–(2.3) и, используя связь между ними, определить требуемую величину (см. задачи 2.1 и 2.2).

    2. Требуется определить скорости и ускорения отдельных точек тела. Для решения задач этого типа вначале надо установить кинематические характеристики движения всего тела в целом, т.е. найти  ,  и  . После чего по формулам (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) определить скорости и ускорения точек тела (см. задачу 2.3).

Задача 2.1 (8) 

Задача 2.2 (8) 

Задача 2.3 (9) 

Задача 2.4 

    Задача 2.1 (8)
    Пропеллер самолета, делающий 1200 об/мин, после выключения двигателя останавливается через 8 с. Сколько оборотов сделал пропеллер за это время, если считать его вращение равнозамедленным?

    Решение 
    Вначале получим законы вращения пропеллера (2.1), (2.2) и (2.3). По условию задачи пропеллер вращается равнозамедленно, из этого следует, что
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.

    Поэтому

                                                [image: image171.png]® =aptet



,                                                                 (а)
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.                                                           (б)

    Начальной угловой скоростью при замедленном вращении будет та, которую пропеллер имел до выключения двигателя. Следовательно, [image: image173.png]ny
™= 35



. В момент остановки при t1 = 8 с угловая скорость тела  1 = 0. Подставляя эти значения в уравнение (а), получим

[image: image174.png]


.

    Отсюда [image: image175.png]g
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.

    Если обозначить число сделанных пропеллером за время t1 оборотов через N1, то угол поворота за то же время будет равен

[image: image176.png]@ =2zN,



.

    Подставляя найденные значения  и  1 в уравнение (б), получим
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.

    Отсюда [image: image178.png]


оборотов.

    Задача 2.2 (8)
    Найти закон вращения тела вокруг оси, если известны следующие данные: угловая скорость изменяется пропорционально t2, начальный угол поворота  0 = 2 рад, для заданного момента времени t1 = 3 с угловое ускорение  1 = -5  1/с2.

    Решение
    По условию задачи модуль угловой скорости  изменяется пропорционально t2. Обозначая неизвестный коэффициент пропорциональности буквой k, имеем

                                                     [image: image179.png]


.                                                                       (в)

    Найдем  , беря производные по времени от обеих частей равенства (в), 

[image: image180.png]


.

    Определим коэффициент k из условия, что при t1 = 3 с угловое ускорение              [image: image181.png]


1/с2: [image: image182.png]-5n =2k 3



или [image: image183.png]


.

    Подставляя значение k в уравнение (в), получим

[image: image184.png]


.

    Учитывая, что [image: image185.png]


, будем иметь [image: image186.png]


. 

    Умножая обе части этого уравнения на dt и интегрируя, находим
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.

    В начальный момент при t = 0  0 = 2 рад,     следовательно, c = 2.

    Таким образом, [image: image188.png]5 .3
At
®=-7 at’+2



радиан. 

    Задача 2.3 (9)
    В период разгона ротор электродвигателя вращается по закону [image: image189.png]=2t



, где t – с,  – рад.

    Определить в конце 4-й секунды линейную скорость, вращательное, осестремительное и полное ускорения точки, лежащей на ободе ротора, если диаметр ротора D = 40 см.

    Решение
    По заданному уравнению вращения ротора находим его угловую скорость и угловое ускорение [image: image190.png]


, [image: image191.png]


.

    Подставляя значение t1 = 4 с в выражение для  и  , найдем

[image: image192.png]@ =6 4°=96



1/с, 

[image: image193.png]g1=12 ‘4 =48



1/с2. 

    Определим модули линейной скорости, вращательного и осестремительного ускорений в этот же момент времени по формулам (2.4), (2.5) и (2.6)
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м/с; 
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м/с2; 
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м/с2. 

    Модуль полного ускорения точки обода ротора определим по формуле (2.7)

[image: image197.png]a1= Jama+ aher = 184321



м/с2.
 

2.3. Определение скоростей и ускорений в случаях, когда вращающееся тело входит в состав различных механизмов
    Рассмотрим механизмы с поступательным и вращательным движением звеньев. Решение задачи начинают с определения скоростей точек того звена, для которого движение задано. Затем рассматривают звено, которое присоединено к первому звену и т.д. В результате определяют скорости точек всех звеньев механизма. В такой же последовательности определяют и ускорения точек.

    Передача вращения от одного вращающегося тела, называемого ведущим, к другому, называемому ведомым, может осуществляться при помощи фрикционной или зубчатой передачи (рис. 2.2).
[image: image198.png]



Рис. 2.2
    Во фрикционной передаче вращение передается вследствие действия силы трения в месте контакта соприкасающихся колес, в зубчатой передаче – от зацепления зубьев. Оси вращения ведущего и ведомого колес могут быть параллельными (рис. 2.2, а, б) или пересекаться (рис. 2.2, в). В рассмотренных случаях линейные скорости точек А соприкасания колес одинаковы, их модули определяются так:

                                    [image: image199.png]Vv
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.                                                                     (2.8)

    Отсюда                    [image: image200.png])
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.                                                                                    (2.9)

    То есть угловые скорости колес фрикционной или зубчатой передачи обратно пропорциональны радиусам колес.

    При преобразовании вращательного движения в поступательное (или наоборот) часто используют зацепление зубчатого колеса с зубчатой рейкой (рис. 2.3). Для этой передачи выполняется условие: [image: image201.png]


.

    Кроме фрикционной и зубчатой передач, существует передача вращения при помощи гибкой связи (ремня, троса, цепи) (рис. 2.4).
[image: image202.png]



                                                    Рис. 2.3                                 Рис. 2.4

    Так как модули скоростей всех точек ремня одинаковы и ремень не скользит по поверхностям шкивов, то соотношения (2.8) и (2.9) относятся и к ременной передаче.

    Задача 2.4
	[image: image203.png]



Рис. 2.5.
	  

В механизме домкрата при вращении рукоятки ОА шестерни 1, 2, 3, 4, 5 приводят в движение зубчатую рейку ВС домкрата (рис. 2.5). 

    Определить скорость рейки, если рукоятка ОА делает 30 оборотов в минуту (n = 30 об/мин). Числа зубцов шестерен: z1 = 6, z2 = 24, z3 = 8, z4 = 32; радиус пятой шестерни r5 = 4 см.


    Решение 
    Так как рукоятка ОА жестко соединена с шестерней 1, то последняя делает тоже 30 об/мин или
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1/с.

    Модули скоростей точек соприкасания зубчатых колес 1 и 2 одинаковы для точек обоих колес и определяются по формуле (2.8)
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.

    Отсюда [image: image206.png])
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(см. также (2.9)).

    Так как числа зубьев пропорциональны радиусам колес, то [image: image207.png]


.

    Отсюда [image: image208.png]


.

    Шестерни 2 и 3 жестко соединены между собой, поэтому

[image: image209.png]


.

    Для находящихся в зацеплении колес 3 и 4 на основании (2.9) можно записать

[image: image210.png]


.

    Отсюда [image: image211.png]


.

    Шестерни 4 и 5 жестко соединены между собой, поэтому

[image: image212.png]


.

    Модули скоростей точек соприкосновения зубчатой рейки ВС и шестерни 5 одинаковы, поэтому

[image: image213.png]
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3. КИНЕМАТИКА ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ ТЕЛА
3.1. Определение скоростей точек тела при плоскопараллельном движении
    Изучение плоскопараллельного движения тела можно свести к изучению движения плоской фигуры, образованной сечением тела плоскостью, параллельной неподвижной плоскости, относительно которой движется тело. 

    Определение скоростей точек плоской фигуры можно выполнить одним их следующих методов: 

· аналитическим; 

· основанным на использовании векторного уравнения; 

· основанным на использовании теоремы о проекциях скоростей точек тела на прямую, проходящую через эти точки; 

· основанным на использовании мгновенного центра скоростей. 

    Наиболее часто применяется последний метод, ему ниже будет уделено основное внимание.
3.1.1. Аналитический метод
	[image: image215.png]



Рис. 3.1.
	При использовании аналитического метода считаются известными уравнения движения плоской фигуры (тела, совершающего плоскопараллельное движение):[image: image216.png]Xa = Xa® Ya =y @ =@ ()



               (3.1)

    Тогда координаты точки М (рис. 3.1) будут

[image: image217.png]Xm = Xa tbcose =y, (1)




[image: image218.png]Y = Ya thsing =ys ),



                         (3.2)
где b – расстояние от точки М до полюса А.


    Модуль скорости точки М определяется по формуле (1.2)

[image: image219.png]


.

    Направление вектора  Vм определяется по направляющим косинусам:

[image: image220.png]cos (Vi 1 ), o
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    Таким образом, задача по определению скоростей точек плоской фигуры сводится к известному решению соответствующей задачи кинематики точки.

    Угловая скорость плоской фигуры определяется дифференцированием последнего уравнения из (3.1), т.е.

                                         [image: image222.png]


.                                                                          (3.3)

    Аналитический метод решения задачи рекомендуется использовать в тех случаях, когда требуется определить скорости точек для большого числа положений плоской фигуры.
3.1.2. Метод, основанный на использовании векторного уравнения
    Векторное уравнение для скоростей точек плоской фигуры получается из теоремы: скорость любой точки плоской фигуры равна геометрической сумме скорости полюса и скорости этой точки при вращении фигуры вокруг полюса, т.е. (рис. 3.2)

                                  [image: image223.png]


,                                                                    (3.4)

где  VА – скорость полюса А;  VМ/А – скорость точки М при вращении плоской фигуры вокруг полюса А.

    Скорость  VМ/А направлена перпендикулярно прямой АМ в сторону вращения фигуры (рис. 3.2) и равна по модулю

                                  [image: image224.png]Vira = o - MA



,                                                                 (3.5)

где  – угловая скорость вращения плоской фигуры.

	[image: image225.png]



Рис. 3.2.
	Чтобы можно было определить скорость точки М, используя уравнение (3.4), необходимо знать скорость полюса А и угловую скорость вращения плоской фигуры  . Для решения задачи надо построить по уравнению (3.4) параллелограмм скоростей (рис. 3.2). 


Диагональ этого параллелограмма есть искомая скорость точки  VМ, ее модуль:

                  [image: image226.png]Vi = VA+ Via + 2VaViacos (VaViusa)



. (3.6)

    Решение задачи рекомендуется начинать с изображения плоской фигуры в положении, соответствующем данному моменту времени. Затем следует выбрать полюс и для заданной точки М записать векторное уравнение (3.4). За полюс следует взять точку тела, скорость которой задана. Далее необходимо построить параллелограмм скоростей по уравнению (3.4), вычислить модуль скорости VМ/А по формуле (3.5), а затем модуль скорости точки VМ по формуле (3.6).
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Задача 3.13 (17) 

Задача 3.14 (18) 
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Рис. 3.3.
	При свободном падении стержня АВ (рис. 3.3) его середина С движется вертикально вниз с постоянным ускорением g = 9,8 м/с2, а сам стержень вращается в вертикальной плоскости вокруг центра С с постоянной угловой скоростью [image: image228.png]


1/с. Длина стержня 2 м. 

В начальный момент стержень горизонтален. Найти скорость его концов А и В в момент времени t1 = 2 с.


    Решение
    Изображаем стержень в положении, определяемом углом  1 в момент времени t1 = 2 с,

[image: image229.png]


рад, [image: image230.png]@ =60°



.

    Выберем за полюс точку С, так как условием задачи определен закон ее движения: прямолинейное равноускоренное движение с ускорением g.

    Скорость полюса при t1 = 2 с:

[image: image231.png]=gt =982 =196



м/с.

    Запишем уравнения типа (3.4) для концов А и В стержня
[image: image232.png]Va=Ve+Vasc



; [image: image233.png]


.

    Скорости VA/C и  VB/C направлены перпендикулярно стержню АВ в сторону вращения, их модули определяются по формуле (3.5)
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м/с.

    Модули скоростей точек А и В определяются по формуле (3.6)

[image: image235.png]Va = V2+V2,c+2VeVasccos 120 =




[image: image236.png]= 19,62+[Z] Z 5 =1933



м/с;
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м/с.
3.1.3. Метод, основанный на использовании теоремы о проекциях скоростей точек тела
    В п. 3.1.2 рассмотрен метод решения задачи скоростей, когда исходными данными являются скорость полюса и угловая скорость тела. Но скорость конкретной точки плоской фигуры можно найти и в том случае, если известны скорость полюса и направление искомой скорости точки. Для этого используем следующую теорему: при движении тела проекции скоростей двух точек этого тела на прямую, проходящую через точки, равны между собой (рис. 3.4), т.е.

                                             [image: image239.png]Vgcosp =Vacoso



.                                                      (3.7) 

	[image: image240.png]



Рис. 3.4.
	Для определения скоростей точек с помощью этой теоремы рекомендуется изобразить тело в заданном положении, показать направление известной скорости` VA и искомой скорости` VВ, затем записать уравнение (3.7) и определить модуль VВ.


   Задача 3.2 (12)
	[image: image241.png]



Рис. 3.5.
	Стержень АВ (рис. 3.5) движется в плоскости чертежа, при этом конец А скользит по вертикальной стене, а конец В – по полу. Определить скорость конца В стержня в момент, когда стержень составляет с полом угол 300, если известно, что скорость конца А в этот момент 5 м/с.


   Решение
    Покажем для заданного положения стержня направления скоростей точек А и В. Проектируя векторы VА и  VВ на линию АВ, получим

[image: image242.png]Vacos 60° = Vecos 30°



. 

    Откуда 
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м/с. 

    Метод определения скоростей точек тела с помощью теоремы о проекциях не позволяет определить угловую скорость тела. Метод не дает общей картины (закономерности) распределения скоростей в теле для данного момента времени, в связи с чем трудно определить скорость точки, направление которой неизвестно (например, VС на рис. 3.5).

    Этих недостатков нет в методе, рассмотренном в следующем подразделе. 

3.1.4. Метод, основанный на использовании мгновенного центра скоростей 

	[image: image244.png]



Рис. 3.6.
	Мгновенный центр скоростей, или сокращенно МЦС, есть точка плоской фигуры, скорость которой в данный момент времени равна нулю. Мгновенный центр скоростей обозначается буквой Р (рис. 3.6). Скорости точек плоской фигуры распределены так, как если бы фигура совершала вращательное движение вокруг оси, проходящей через МЦС перпендикулярно плоскости движения. Поэтому скорость любой точки плоской фигуры перпендикулярна отрезку, соединяющему эту точку с МЦС, а модуль скорости равен произведению угловой скорости тела на расстояние точки до МЦС, т.е. (см. рис. 3.6)
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;                                                    (3.8)
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и т. п.

    Отсюда                 [image: image251.png]_Ve
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и  т.п.                                                  (3.9)

    Из анализа формул (3.8) и (3.9) видно, что для определения скоростей надо знать положение МЦС и скорость одной какой-нибудь точки (последнее нужно для определения  ).

    Рассмотрим основные способы нахождения положения МЦС.

    а) В некоторых случаях удается сразу указать точку плоской фигуры, скорость которой в рассматриваемый момент времени равна нулю. Эта точка и есть МЦС. Так, в случае качения без скольжения тела по неподвижной поверхности точка соприкосновения тела с поверхностью является мгновенным центром скоростей (рис. 3.7). Примером служит качение колеса по рельсу.

    б) Если известны направления скоростей каких-нибудь двух точек плоской фигуры в данный момент, то МЦС находится на пересечении перпендикуляров, восстановленных в этих точках к направлениям скоростей (перпендикуляры АР и ВР на рис. 3.8).
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                  Рис. 3.7                               Рис. 3.8                               Рис. 3.9

    в) Если скорости точек А и В (рис. 3.9) взаимно параллельны, а точки лежат на общем перпендикуляре к скоростям, то МЦС (точка Р) находится на пересечении указанного общего перпендикуляра АВ и прямой 1–1, проведенной через концы векторов скоростей этих точек. Это следует из соотношения (3.9).
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Рис. 3.10.
	г) Если скорости двух точек А и В (рис. 3.10) параллельны, а точки не лежат на общем перпендикуляре к скоростям, то МЦС находится в бесконечности. В этом случае имеем мгновенное поступательное движение плоской фигуры. Угловая скорость фигуры при таком движении равна нулю. Действительно, из формулы (3.9) 
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.


      Скорости всех точек фигуры в этом случае одинаковы по величине и направлению: VА = VB = VC = … .

    Отметим, что при мгновенном поступательном движении только скорости точек одинаковы, а их ускорения в общем случае различны.

    Укажем последовательность определения скоростей с использованием мгновенного центра скоростей.

    1. Изобразить на чертеже тело (плоскую фигуру) в заданном положении и найти мгновенный центр скоростей одним из рассмотренных выше способов.

    2. Указать направления векторов скоростей точек фигуры и записать формулы для вычисления их модулей в соответствии с (3.8).

    3. Определить угловую скорость по формуле (3.9), учитывая, что скорость одной какой-либо точки задана по условию задачи.

    4. Вычислить искомые модули скоростей точек по формулам (3.8).

Задача 3.3 (13)
	[image: image257.png]



Рис. 3.11. 
	Колесо радиусом R = 0,5 м катится без скольжения по прямому рельсу (рис. 3.11). Скорость центра колеса в данный момент времени VC = 2 м/с. Определить угловую скорость колеса и скорости концов горизонтального и вертикального диаметров.


      Решение
1. Мгновенным центром скоростей является точка Р касания колеса с рельсом (см. способ (а) нахождения МЦС).

    2. Направления векторов скоростей точек определяются как при   вращательном движении колеса вокруг Р: VB  ВР; VD  DР; VE  EР; VС  СР.

    Их модули: 
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. 

    3. Учитывая, что скорость точки С задана (VС = 2м/с), определим угловую скорость колеса 
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1/с. 

    4. Вычислим искомые модули скоростей по написанным выше формулам (п. 2):
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м/с; 
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м/с; 
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м/с. 

    Задача 3.4 (12)
Рассмотрим решение задачи 3.2 с помощью мгновенного центра скоростей. Дополнительно определим скорость середины С стержня и его угловую скорость. Длина стержня 2 м.
    Решение
	[image: image266.png]



Рис. 3.12.
	1. Так как направления скоростей точек А и В (рис. 3.12) стержня известны, то мгновенный центр скоростей Р определяем, проведя перпендикуляры АР и ВР к направлениям скоростей (способ (б) определения МЦС).


    2. Вектор  VС направлен перпендикулярно СР.

    Запишем формулы для модулей скоростей:
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.

    3. Определим угловую скорость стержня
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1/с.

    4. Вычислим искомые модули скоростей по приведенным выше формулам:
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м/с; 
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м/с. 

3.1.5. Определение скоростей точек звеньев плоских механизмов
    В плоских механизмах звенья могут совершать поступательное, вращательное и плоскопараллельное движения. При решении следует помнить, что в механизме, состоящем из нескольких звеньев, каждое звено, совершающее плоскопараллельное движение, имеет в данный момент времени свой мгновенный центр скоростей и свою угловую скорость.

    Укажем последовательность решения задач по определению скоростей для плоских механизмов.

    1. Изобразить механизм на расчетной схеме в том положении, для которого требуется решить задачу о скоростях.

    2. Определить скорости точек звена, движение которого задано по условию задачи. Это звено принято называть ведущим. Может оказаться, что ведущее звено совершает не плоскопараллельное, а вращательное движение. Тогда задача о скоростях решается методом, разработанным для вращательного движения.

    3. Определить скорости точек звена, присоединенного к ведущему звену, имея в виду, что скорость точки в месте соединения этих звеньев должна быть определена ранее в п. 2.

    4. Если число звеньев в механизме больше двух, то после п. 3 определяются скорости точек третьего и последующих звеньев. Скорости точек в местах соединения звеньев всегда определяются на предшествующем этапе вычислений.

    Задача 3.5 (14)
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Рис. 3.13.
	Определить скорость точки В и угловую скорость звеньев АВ и ВО1 четырехзвенного механизма ОАВО1 в положении, указанном на чертеже (рис. 3.13), звено ОА имеет в данный момент угловую скорость 2 1/с. Длины звеньев: ОА = 20 см, АВ = ВО1 = 40 см.


    Решение

    1. Механизм в заданном положении изображен на рис. 3.13.

    2. Ведущим звеном механизма является звено ОА, совершающее вращательное движение вокруг О. Определим скорость точки А: вектор VА направлен перпендикулярно ОА, его модуль
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см/с.

    4. Определим скорости точек звена АВ, совершающего плоскопараллельное движение в последовательности, указанной в. п. 3.1.4.

    5. Для определения мгновенного центра скоростей звена АВ учтем, что скорость точки В направлена перпендикулярно О1В, как скорость при вращательном движении звена О1В вокруг О1. Мгновенный центр скоростей (точка Р) лежит на пересечении перпендикуляров АР и ВР к направлениям векторов VА и VВ (см. способ (б) определения положения МЦС).

    Угловая скорость звена

[image: image275.png]_Va_40
WAB AP 40



1/с.

    Модуль скорости точки В 

[image: image276.png]Ve =wagBP =140 =40



см/с.

    4. Рассмотрим теперь звено ВО1, совершающее, как указывалось, вращательное движение.

Угловая скорость этого звена

[image: image277.png]_Ve 40,
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1/с.

    Задача 3.6 (13)
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Рис. 3.14
	Кривошип ОА (рис. 3.14), вращаясь с угловой скоростью  ОА = 2,5 1/с вокруг оси О неподвижной шестерни 2 радиуса R2 = 15 см, приводит в движение насаженную на его конце шестеренку 1 радиуса R1 = 5 см. Определить величину и направление скоростей точек А, В, С, D подвижной шестеренки, если ВD OC.


        Решение
    1. Механизм изображен на рис. 3.14. Ведущим звеном является кривошип OА, совершающий вращательное движение вокруг О. Определим скорость точки А: вектор VА направлен перпендикулярно ОА, его модуль
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см/с.

    2. Определим скорости точек шестерни 1, совершающей плоскопараллельное движение, в последовательности, указанной в п. 3.1.4.

    Мгновенный центр скоростей шестеренки 1 находится в точке соприкосновения ее с неподвижной шестеренкой 2.

    Направления векторов скоростей точек А, В, С, D шестеренки 1 перпендикулярны соответственно отрезкам АР, ВР, СР, DР (рис. 3.14). Модули скоростей
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.

    Угловая скорость шестеренки 1
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1/с.

    Вычисляем искомые модули скоростей:
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см/с; 
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см/с; 
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см/с. 

    Задача 3.7 (14)
	[image: image288.png]



Рис. 3.15.
	К ползуну В (рис. 3.15) кривошипно-шатунного механизма ОАВ шарнирно прикреплен стержень ВС, конец С которого скользит по направляющей, перпендикулярной линии движения ползуна В. Для момента времени, заданного углом j = 90° , определить скорости точек В и С, а также угловые скорости звеньев, если кривошип ОА поворачивается с угловой скоростью w ОА = 2 1/с. 

ОА = 20 см; АВ = 40 см;
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см; [image: image290.png]0D =303



см.


    Решение
    1. Механизм в заданном положении изображен на рис. 3.15.

    2. Ведущим звеном механизма является кривошип ОА, совершающий вращательное движение. Определим скорость точки А: вектор VА направлен перпендикулярно ОА, его модуль
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см/с.

    3. Определим скорости точек звена АВ, совершающего плоскопараллельное движение в последовательности, указанной в п. 3.1.4. Мгновенный центр скоростей звена АВ для заданного положения находится в бесконечности (см. способ (г) определения МЦС). В этом случае угловая скорость звена равна нулю, а скорости всех точек звена одинаковы:
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см/с.

    4. Определим скорости точек звена ВС, совершающего плоскопараллельное движение, в последовательности, указанной выше. Мгновенный центр скоростей Р звена ВС лежит на пересечении перпендикуляров ВР и СР к направлениям VВ и VС (см. способ (б) определения МЦС).

    Угловая скорость звена
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1/с.

    Модуль скорости точки С
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см/с.
   Задача 3.8
	[image: image295.png]



Рис. 3.16.
	Механизм, изображенный на рис. 3.16, состоит из неподвижных блоков 1, 2, подвижного блока 3 и гибкого троса, к концам которого прикреплены грузы А и В. Определить скорость центра С подвижного блока 3 радиуса R = 10 см и его угловую скорость w , если груз А опускается со скоростью 8 м/с, а груз В – со скоростью 4 м/с. Считать, что трос не проскальзывает по подвижному блоку.


    Решение
    1. Механизм изображен на рис. 3.16.

    2. Ведущими звеньями механизма являются грузы А и В, совершающие поступательное движение.

    Скорости грузов заданы условием задачи. 

    3. Определим скорости точек подвижного блока 3, совершающего плоскопараллельное движение. Так как трос по блоку 3 не проскальзывает, то скорости точек D и Е блока равны по модулю скоростям соответствующих грузов, т.е.
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м/с;                      [image: image297.png]


м/с.

    Мгновенный центр скоростей Р блока 3 лежит на пересечении общего перпендикуляра DE к скоростям` VD и` VE с прямой de, проведенной через концы векторов этих скоростей (см. способ (в) определения положения МЦС).

    Угловая скорость подвижного блока
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1/с.

    Модуль скорости точки C
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м/с.
3.2. Определение ускорений точек тела при плоскопараллельном движении
   Определение ускорений можно выполнить одним из следующих методов:

· аналитическим; 

· основанным на использовании векторного уравнения; 

· основанным на использовании мгновенного центра ускорений. 

3.2.1. Аналитический метод
   При использовании аналитического метода уравнения движения (3.1) плоской фигуры считаются известными (п. 3.1.1). Дважды дифференцируя по времени выражения (3.2) координат точки М, получим проекции ускорения этой точки:
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;                      [image: image301.png]


.

   Модуль ускорения равен

[image: image302.png]


. 

    Направление ускорения определяется направляющими косинусами:
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.

    Таким образом, задача по определению ускорений точек сводится к соответствующей задаче кинематики точки.

    Угловое ускорение тела находится дифференцированием третьего уравнения движения из (3.1)

[image: image305.png]


.

    Рекомендации по использованию аналитического метода см. п. 3.1.1. 
  

3.2.2. Метод, основанный на использовании векторного уравнения 

   Векторное уравнение для ускорений получается из следующей теоремы.

    Ускорение любой точки плоской фигуры равно геометрической сумме ускорения полюса и ускорения этой точки при вращении фигуры вокруг полюса, т.е.

                             [image: image306.png]= e + G, 1%
@ = Qp + Gyyp + Bia



,                                                              (3.10)

где [image: image307.png]


– ускорение полюса А (см. рис. 3.17); [image: image308.png]=8P g =0C
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– вращательное и осестремительное ускорение точки М при вращении плоской фигуры вокруг полюса А.

    Осестремительное ускорение точки М при вращении вокруг полюса А в уравнении (3.10) направлено к полюсу (рис. 3.17), модуль его

                                           [image: image309.png]ain =’ MA



,                                                        (3.11)

где w – мгновенная угловая скорость плоской фигуры.
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Рис. 3.17. 
	Вращательное ускорение точки М при вращении вокруг полюса А направлено перпендикулярно осестремительному в сторону дуговой стрелки углового ускорения  и равно по модулю (рис. 3.17) 
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,                           (3.12)

где  – мгновенное угловое ускорение плоской фигуры.


    Напомним, что при ускоренном вращении плоской фигуры вокруг полюса направление дуговой стрелки e совпадает с направлением вращения, а при замедленном вращении – противоположно ему.

    С помощью уравнения (3.10) задача определения ускорений чаще всего решается для заданного момента времени. При решении задачи векторное уравнение (3.10) проектируется на оси координат. Для этого надо изобразить на чертеже все векторы, входящие в уравнение. Проектирование начинается с векторов (или вектора), стоящих в левой части векторного уравнения. Затем ставится знак равенства и проектируются векторы правой части уравнения. В результате одно векторное уравнение (3.10) заменяется двумя алгебраическими уравнениями проекций. Чтобы система алгебраических уравнений была разрешима, необходимо наличие в ней не более двух неизвестных величин. В качестве неизвестных могут быть любые две из следующих трех величин: одна или две составляющие ускорения точки А и угловое ускорение e плоской фигуры. Отметим, что угловая скорость w определяется заранее при решении задачи о скоростях.

    Все вышесказанное позволяет рекомендовать следующую последовательность решения задачи определения ускорений.

    1. Изобразить на чертеже положение тела в заданный момент времени, выбрать полюс и отметить точку, ускорение которой требуется определить. За полюс выбирается точка, ускорение которой либо известно по величине и направлению, либо легко определяется по условию задачи до решения уравнения (3.10).

    2. Записать основное векторное уравнение (3.10) для точки, ускорение которой надо найти.

    3. Показать на чертеже все векторы, входящие в уравнение (3.10). Если направление искомого вектора ускорения неизвестно, то его надо представить составляющими по направлению выбранных координатных осей.

    4. Провести анализ уравнения (3.10), то есть выявить, какие величины в нем известны, а какие неизвестны. В результате анализа и предварительных вычислений в этом уравнении должно остаться не более двух неизвестных величин.

    5. Спроектировать уравнение (3.10) на выбранные оси координат. Следить за тем, чтобы знак равенства сохранял свое место и в уравнениях проекций.

    6. Решая полученную систему уравнений проекций, определить неизвестные величины.

    В зависимости от того, какие неизвестные входят в основное векторное уравнение, задачи определения ускорений могут быть разделены на три основных типа.

    Тип 1 – задача, в которой неизвестными уравнения (3.10) являются две составляющие ускорения рассматриваемой точки М. Это значит, ускорение полюса` аА, угловая скорость w и угловое ускорение e должны быть заданы или определены по исходным данным до решения векторного уравнения (см. задачу 3.9). 
   Тип 2 – задача, возникающая при качении колеса без проскальзывания, когда задается скорость и ускорение центра колеса. Особенности кинематики колеса позволяют в этом случае определить угловую скорость и угловое ускорение колеса до решения векторного уравнения (см. задачу 3.10).

    Тип 3 – задача, в которой неизвестными векторного уравнения (3.10) являются одна из составляющих ускорений рассматриваемой точки М и угловое ускорение тела e . В этих задачах, как правило, задается скорость и ускорение полюса А и траектория движения точки М (см. задачу 3.11).

    Тип задачи окончательно может быть установлен только после анализа векторного уравнения (3.10). Однако в наиболее простых случаях само условие задачи, весь набор данных определяют заранее тип задачи и, следовательно, особенности ее решения.
    Задача 3.9 (16)
    Равносторонний треугольник (рис. 3.18) со стороной 1 м движется в плоскости так, что ускорение его вершины А известно и равно аА = 2 м/с2, угловая скорость и угловое ускорение в данный момент времени соответственно равны [image: image312.png]w=3



1/с; [image: image313.png]


1/с2. Определить ускорение вершины В треугольника.

[image: image314.png]



                                          Рис. 3.18                            Рис. 3.19
    Решение
    1. В качестве полюса выберем точку А, ускорение которой известно.

    2. Для определения ускорения точки В запишем векторное уравнение типа (3.10)

                                            [image: image315.png]700 L mED
Zg=aa+dg/a +agja



.                                                            (а)

    3. Изобразим все векторы, входящие в уравнение (а), на рис. 3.19. Ускорение точки В, неизвестное по направлению, представим составляющими аВх и аВу; вектор аА ускорения полюса А задан условием задачи; осестремительное ускорение точки В при вращении вокруг полюса А направим от точки В к полюсу, его модуль 

[image: image316.png]a¥a=o"AB =3




м/с2;

вращательное ускорение точки В при вращении вокруг полюса А направим перпендикулярно осестремительному в сторону дуговой стрелки углового ускорения, его модуль равен

[image: image317.png]=5 AB
afia=¢t




м/с2.

    4. Анализ векторного уравнения (а) показывает, что задача относится к типу 1, так как неизвестными здесь являются обе составляющие ускорения точки В – аВх и аВу.

    5. Находятся они проектированием векторного уравнения (а) на координатные оси х и у. Отметим еще раз, что при проектировании векторного уравнения на оси, знак равенства в уравнении сохраняет свое место. В результате проектирования получим

(х) [image: image318.png]= 4,0
apx = —aatagia



; 

(у) [image: image319.png]P
=akfia
apy



. 

    6. Отсюда находим неизвестные проекции ускорения точки В:

[image: image320.png]apx

2+3 =1



м/с2; 

[image: image321.png]


м/с2 . 

    Эти проекции позволяют вычислить полное ускорение точки В

[image: image322.png]2,2 _
ag= am*aay*ﬁ



м/с2.

       Задача 3.10 (17)
	[image: image323.png]



Рис. 3.20
	Колесо радиуса R = 0,5 м катится без проскальзывания по прямолинейному рельсу (рис. 3.20), имея в данный момент времени скорость центра V0 = 1 м/с и ускорение центра а0 = 2 м/с2. Определить ускорение точки А обода колеса.


    

Решение
    1. В качестве полюса выберем точку О – центр колеса, ускорение которого известно.

    2. Составим основное векторное уравнение типа (3.10) для определения ускорения точки А:

                                                 [image: image324.png]= =0c 4 =8
an=awtamotaiio



.                                                  (б)

    3. Изобразим все векторы, входящие в уравнение (б), на рис. 3.21.

	[image: image325.png]



Рис. 3.21.
	Ускорение точки А, неизвестное по направлению, представим составляющими по направлению координатных осей – аАх и аАу. Направление ускорения полюса О задано условием задачи. Осестремительное ускорение точки А при вращении вокруг полюса О [image: image326.png]


направим от точки А к полюсу. Вращательное ускорение точки А при вращении вокруг полюса направим перпендикулярно осестремительному в сторону дуговой стрелки углового ускорения, то есть вертикально вверх (колесо катится ускоренно, поэтому направления дуговых стрелок  и  совпадают).


     4. Приступим к анализу векторного уравнения (б). Неизвестными векторного уравнения являются составляющие ускорения точки А: аАх и аАу, которые не могут быть найдены по условию задачи до решения уравнения (б). Следовательно, все остальные составляющие уравнения (б) должны быть найдены до решения этого уравнения. Ускорение полюса О известно. Остается найти угловую скорость колеса  и угловое ускорение  , чтобы потом определить модули осестремительного и вращательного ускорений точки А при вращении вокруг полюса [см. формулы (3.11) и (3.12)].

    При определении скоростей было указано (см. задачу 3.3), что мгновенный центр скоростей колеса известен, это точка касания колеса с рельсом. Зная скорость центра колеса, несложно определить угловую скорость колеса в любой момент времени (рис. 3.20):

                                                [image: image327.png]


.                                                                           (в)

    В данном случае [image: image328.png]


1/с.

    При качении колеса без проскальзывания расстояние OP от центра колеса до мгновенного центра скоростей остается неизменным (оно равно радиусу колеса). Это обстоятельство дает возможность определить угловое ускорение колеса путем дифференцирования уравнения (в):

[image: image329.png]_do_dfVe)_ 1 (dVo)_ ao
dt - dtlOP OP| dt oP



,

т.е. [image: image330.png]


.

    В данном случае [image: image331.png]


1/с2.

    Зная  и  , определим модули осестремительного и вращательного ускорений точки А при вращении вокруг полюса О:

[image: image332.png]ko= A0 =22-05 =2



м/с2;

[image: image333.png]afio=¢ A0 =4 -05 =2
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    5. Проектируя теперь векторное уравнение (б) на оси координат, получим:

[image: image334.png]= oc
ahx= daot ahio



; 

[image: image335.png]P
=a%o
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. 

6. Подставляя численные значения, найдем: 

[image: image336.png]aAx



м/с2; 

[image: image337.png]


м/с2. 

Полное ускорение точки А: [image: image338.png]an=ah *(Z%y =25



м/с2.
    Задача 3.11 (18)
	[image: image339.png]



Рис. 3.22.
	Стержень АВ (рис. 3.22) длиной 10 м скользит концами по сторонам прямого угла. В момент времени, когда стержень составляет угол j = 30° с вертикалью, скорость точки А равна [image: image340.png]10./3



м/с, ускорение точки А равно [image: image341.png]10043



м/с2. Определить ускорение точки В и угловое ускорение стержня для заданного положения.


    Решение
    1. В качестве полюса выберем точку А, ускорение которой известно. 

    2. Для определения ускорения точки В составим векторное уравнение типа (3.10):

                                        [image: image342.png]


.                                                          (г)

    3. Изобразим все векторы, входящие в состав уравнения (г), на рис. 3.23. 

	[image: image343.png]



Рис. 3.23.
	Ускорение точки В должно быть направлено по оси х, так как точка движется вдоль этой оси; примем, что аВ направлено в положительную сторону оси х. Если в результате решения значение аВ будет положительным, то наше предположение о направлении аВ справедливо; если же аВ получится отрицательным, то ускорение аВ в действительности направлено в противоположную сторону. Ускорение полюса А известно по условию задачи. Осестремительная составляющая ускорения точки В при вращении вокруг полюса А направлена от В к полюсу.


Вращательную составляющую ускорения точки В при вращении вокруг полюса А направим перпендикулярно осестремительной составляющей, как показано на рис. 3.23, что соответствует направлению дуговой стрелки  против часовой стрелки. Если в результате решения значение [image: image344.png]


будет положительным, то наше предположение о направлении [image: image345.png]


и дуговой стрелки  справедливо; если же получится отрицательным, значит в действительности вектор [image: image346.png]


и дуговая стрелка  направлены в противоположную сторону.

    4. Из анализа векторного уравнения (г) видим, что в левой части уравнения находится одна неизвестная величина – модуль ускорения точки В. Следовательно, в правой части уравнения должно быть не более одной неизвестной величины. Этой неизвестной является угловое ускорение  . 

	[image: image347.png]



Рис. 3.24.
	Напомним, что угловая скорость  стержня должна определяться при решении задачи о скоростях. Определение скоростей выполним с помощью мгновенного центра скоростей, который находится на пересечении перпендикуляров АР и ВР (рис. 3.24), проведенных к направлениям скоростей VA и VВ (см. способ (б) п. 3.1.4). Угловая скорость стержня [image: image348.png]|
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1/с.


Отметим, что в формуле [image: image349.png]


длина отрезка АР при движении стержня изменяется, поэтому определение углового ускорения  путем дифференцирования (как в задаче 3.10) здесь не дает результата.

    Модуль осестремительного ускорения точки В при вращении вокруг полюса А равен 

[image: image350.png]afin=c> AB =12 -10 =120
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    Таким образом в векторном уравнении (г) осталось две неизвестные величины: модуль ускорения точки В (в левой части уравнения) и угловое ускорение  (в выражении [image: image351.png]


в правой части уравнения). То есть задача относится к типу 3.

    5. Проектируем векторное уравнение (г) на оси координат:

(х) [image: image352.png]ag = —a¥ wcos 60%+¢ % ycos 30°



;

(у) [image: image353.png]O =-aatalxcos 30%+agh ,cos 60°



.

6. Решая полученные уравнения, находим 

аВ = 60м/с2;

[image: image354.png]agla =803



м/с2.

    Отметим, что аВ и [image: image355.png]


получились положительными; в соответствии со сказанным выше (см. п. 3 решения задачи) заключаем, что принятые направления векторов [image: image356.png]


и [image: image357.png]


соответствуют их действительным направлениям.

    Зная модуль вращательного ускорения [image: image358.png]


, находим:

[image: image359.png]


1/с2.

3.2.3. Метод, основанный на использовании мгновенного центра ускорений
    Мгновенным центром ускорений называется точка плоской фигуры, ускорение которой в данный момент времени равно нулю, этот центр обозначается буквой Q.

    Ускорения точек плоской фигуры в каждый момент времени распределены так, как если бы эта фигура поворачивалась вокруг мгновенного центра ускорений. Для точки М (рис. 3.25) будем иметь
                                [image: image360.png]@y =MW +0*



;                                                       (3.13)
                               [image: image361.png]


.                                                         (3.14)

    Чтобы найти положение мгновенного центра ускорений, надо знать ускорение полюса А, угловую скорость  и угловое ускорение  фигуры. Вектор ускорения полюса аА нужно повернуть в направлении дуговой стрелки  (рис. 3.26) на угол  , определяемый формулой (3.14); затем на полученном луче Ах надо отложить отрезок АQ, равный

                                [image: image362.png]


.                                                          (3.15)

     Конец этого отрезка (точка Q) есть мгновенный центр ускорений.
[image: image363.png]



                                              Рис. 3.25                      Рис. 3.26
    Если по условию задачи ускорение какой-нибудь точки тела равно нулю, то эта точка есть мгновенный центр ускорений. Например, для колеса, у которого центр движется равномерно и прямолинейно, мгновенный центр ускорений совпадает с центром колеса.

    Задачу об определении ускорений рекомендуется решать в такой последовательности.

    1. Определить положение мгновенного центра ускорений рассмотренным выше способом.

    2. Вычислить модуль искомого ускорения по формуле (3.13).

    3. Определить угол  по формуле (3.14) и под этим углом к направлению MQ (рис. 3.25) отложить вектор искомого ускорения.

    Задача 3.12 (19)
	[image: image364.png]%=1




Рис. 3.27.
	Квадратная пластинка (рис. 3.27) размером 1 x1 м движется в плоскости рисунка. Ускорение вершины А в данный момент времени равно [image: image365.png]


м/с2, угловая скорость пластинки w = 1 1/с, угловое ускорение  = 1 1/с2. Построить мгновенный центр ускорений и определить ускорение вершины В.


     Решение
Для построения мгновенного центра ускорений определим угол  по формуле (3.14)

[image: image366.png]



и расстояние AQ по формуле (3.15)

[image: image367.png]AQ=

1€2+m4’«/§’



м.

	[image: image368.png]



Рис. 3.28.
	Повернем вектор аА в сторону дуговой стрелки  на угол  (рис. 3.28) и на направлении Ах отложим отрезок AQ, равный 1 м. Получим, что мгновенный центр ускорений Q находится в правой верхней вершине квадрата. 

Модуль ускорения точки В определим по формуле (3.13)

[image: image369.png]a5=BQ g’ +' =2
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    Направлено ускорение точки В под углом  = 45 к отрезку ВQ, т.е. аВ направлено по диагонали ВА квадрата.

    Рассмотренный способ решения задачи имеет ограниченное применение из-за трудностей определения положения мгновенного центра ускорений. Чаще всего задача определения ускорений решается методом, основанным на использовании векторного уравнения (см. п. 3.2.2). 

3.2.4. Определение ускорений точек звеньев плоских механизмов
    Решение задачи начинается с исследования ведущего звена, то есть звена, движение которого задано. Затем рассматривается движение звена, связанного с ведущим. Далее одно за другим рассматриваются остальные звенья механизма.

    При решении этих задач необходимо уметь находить связь между ускорениями точек двух соединенных между собой звеньев механизма. Рассмотрим два основных способа соединения звеньев в плоских механизмах.

    1. Соединения звеньев в различного вида фрикционных и зубчатых передачах (рис. 3.29), а также в передачах с гибкой нерастяжимой нитью (рис. 3.30).

[image: image370.png]



                                               Рис. 3.29                          Рис. 3.30
    В соединениях этого способа происходит касание двух звеньев (касание зубчатой рейки 1 и колеса 2 на рис. 3.29, касание гибкой нити 1 и блока 2 на рис. 3.30). В месте касания совмещаются точки, принадлежащие разным звеньям. Хотя траектории совмещающихся точек различны, но у них общая касательная. При отсутствии проскальзывания звеньев указанные точки имеют одинаковые касательные ускорения ([image: image371.png]


; [image: image372.png]


). Нормальные же ускорения точек не равны между собой, так как точки движутся по различным траекториям.

    2. Соединения звеньев с помощью шарниров (шарнир А на рис. 3.31 и 3.32).

[image: image373.png]



                                        Рис. 3.31                             Рис. 3.32
    В шарнирных соединениях звеньев центр шарнира принадлежит одновременно двум звеньям. Вследствие этого, например, ускорение точки А на рис. 3.31, определенное для вращающегося кривошипа ОА, будет таким же как и ускорение точки А колеса 1, совершающего плоскопараллельное движение. Аналогичные рассуждения для точки А механизма на рис. 3.32.

    Отметим некоторые особенности при выборе полюса. Если звено АВ механизма, совершающего плоскопараллельное движение, присоединено к ведущему звену ОА шарниром А (рис. 3.31, 3.32), то за полюс звена АВ следует взять центр шарнира А, ускорение которого можно определить при решении задачи об ускорениях звена ОА.

    Звено механизма, соединенное с ведущим звеном первым способом (рис. 3.29, 3.30), является обычно колесом (или блоком). В этом случае за полюс следует выбирать центр колеса (или блока), ускорение которого можно найти до решения основного векторного уравнения типа (3.10). Покажем это на примере механизмов, изображенных на рис. 3.29 и 3.30.

    В механизме на рис. 3.29 ведущим звеном является подвижная рейка 1, ее скорость V1 и ускорение а1 известны (рис. 3.33). Скорости точек А1 и А2 одинаковы: VA2 = VA1 = V1. Учитывая, что мгновенный центр скоростей колеса 2 находится в точке P, найдем
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, [image: image375.png]- -V
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или
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.
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                                         Рис. 3.33                              Рис. 3.34

    Эта формула справедлива для любого момента времени, поэтому дифференцируя ее по времени, будем иметь

[image: image378.png]


.

    Но [image: image379.png]dvo

=a



, так как точка O движется по прямой и ее полное ускорение равно касательному ускорению.

    Окончательно                          [image: image380.png]do =5

2



.

    В механизме на рис. 3.30 и 3.34 ведущими звеньями являются грузы С и D, их скорости VC и VD и ускорения aC,  aD известны. Согласно п. 3.1.4 мгновенный центр скоростей блока 2 находится в точке P на пересечении прямой AB и прямой, соединяющей концы векторов VA и VB. (Напомним, что VA = VC; VB = VD).     Скорость центра O блока найдется по формуле

[image: image381.png]_VatVe_VetVp
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.

    Полученная формула справедлива для любого момента времени. Поэтому, дифференцируя ее по времени, найдем

[image: image382.png]ao
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.

    Рекомендуется следующая последовательность решения задачи определения ускорений плоских механизмов.

1. Изобразить на рисунке механизм в заданном положении. 

2. Начиная с ведущего звена, решить задачу о скоростях, главной целью которой является определение угловых скоростей всех звеньев механизма. 

3. Решить задачу определения ускорений точек ведущего звена механизма; найти ускорение точки ведущего звена, в которой к нему присоединяется второе звено механизма. 

4. Решить задачу определения ускорений точек второго и затем всех последующих звеньев механизма. 

    Задача 3.13 (17)
    Груз В, опускаясь, приводит в движение катушку с помощью нити, переброшенной через блок С. Считая, что катушка катится без скольжения, определить ускорение точки А, если в данный момент VВ = 80 см/с, аВ = 160 см/с2. Радиусы катушки r = 30 см; R = 50 см.
    Решение

1. Рассматриваемый механизм (рис. 3.35) состоит из груза В, совершающего поступательное движение, и катушки, совершающей плоскопараллельное движение. 

2. Решение задачи определения скоростей. Скорость точки К касания нити с катушкой равна скорости груза, т.е. VК = VВ. Мгновенный центр скоростей катушки находится в точке Р (рис. 3.36). 
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                                     Рис. 3.35                                  Рис. 3.36 
    Угловая скорость катушки

                                                      [image: image384.png]_Ve

KP KP



.                                                         (д)

    В данному случае  = 1 1/с.

    Скорость центра О катушки

                                                   [image: image385.png]OP
0= OP =, 5Vs




.                                            (е)

    В данном случае VО = 50 см/с.

    3. Ведущим звеном механизма является груз В, ускорение которого задано условием задачи.

    Ведущее звено и катушка связаны гибкой нитью. Точка К нити имеет, очевидно, такое же по модулю ускорение, как и груз В.

    4. Решение задачи об определении ускорений точек катушки, совершающей плоскопараллельное движение. Выберем в качестве полюса центр катушки. Так как центр катушки движется прямолинейно по оси х (рис. 3.35), его ускорение направлено по этой же оси, а модуль определится дифференцированием уравнения (е)
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,
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см/с2.

    Такое дифференцирование возможно, потому что при качении катушки без проскальзывания расстояния ОР и КР остаются неизменными.

    Составим векторное уравнение типа (3.10) для точки А 

                                          [image: image388.png]


.                                                      (ж)

Изобразим все векторы, входящие в уравнение (ж) на рис. 3.37.

	[image: image389.png]



Рис. 3.37. 
	Неизвестное по направлению ускорение точки А представим составляющими аAх и аAу. Осестремительную составляющую [image: image390.png]


направим от точки А к полюсу О, вращательную составляющую [image: image391.png]


направим перпендикулярно [image: image392.png]


вверх, потому что катушка катится ускоренно (см. задачу 3.10).


    Приступим к анализу векторного уравнения (ж). Задача об определении ускорений при качении катушки без проскальзывания относится к типу 2. Неизвестными векторного уравнения (ж) являются составляющие аАх и аАу. Ускорение полюса О определено выше. После определения угловой скорости (см. с. 53) легко вычисляется величина осестремительной составляющей [image: image393.png]


:

[image: image394.png]akio=w’ A0 =150 =50



см/с2.

    Учитывая, что расстояние КР в формуле (д) остается постоянным, угловое ускорение колеса найдем дифференцированием: 
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.

    В данном случае [image: image396.png]J LI
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1/с2.

    Величина вращательной составляющей [image: image397.png]


равна

[image: image398.png]aifio=¢ A0 =2 -50 =100



см/с2.

    Проектируя векторное уравнение (ж) на оси координат, получим:

                                   (х) [image: image399.png]am=ao+akio=100 +50 =150



см/с2,

                                   (у) [image: image400.png]B =
any = aio=100



см/с2.

    Полное ускорение точки А:

[image: image401.png]an= ahe+ ady =5013



см/с2.

    Задача 3.14 (18)
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Рис. 3.38.
	Кривошип ОА шарнирного четырехзвенника ОАВО1 (рис. 3.38) имеет в данный момент времени угловую скорость  ОА = 2 1/с и угловое ускорение [image: image403.png]soa = 243



1/с2, ОА = 10 см, АВ = ВО1 = 20 см. Для данного положения механизма определить ускорение точек В и С, а также угловые ускорения звеньев
АВ и ВО1; АС = СВ.


    Решение
1. В рассматриваемом механизме звенья ОА и ВО1 совершают вращательное движение, а звено АВ – плоскопараллельное движение.

2. Решение задачи определения скоростей. Найдем скорость точки А ведущего звена ОА:

[image: image404.png]Va=woaOA =210 =20



см/с.

    Для звена АВ вначале найдем мгновенный центр скоростей. Так как VA  OA, а VВ  ВO1, то МЦС должен лежать на пересечении прямых, проведенных через ОА и ВО1. Это значит, что МЦС звена АВ в заданном положении механизма совпадает с центром шарнира О1 (рис. 3.39).

    Тогда                                   [image: image405.png]


1/с.

    Скорость точки В               [image: image406.png]Ve= wagBP




см/с.

    Зная скорость точки В, найдем

[image: image407.png]_ Ve _20_,
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1/с.

    3. Решение задачи об определении ускорения точки А ведущего звена – кривошипа ОА. При вращательном движении кривошипа ускорение точки А имеет две составляющие – осестремительную и вращательную (рис. 3.40)

                                               [image: image408.png]


,                                                           (з)

где

[image: image409.png]a = wha OA =22-10 =40



см/с2;

[image: image410.png]i =con OA =2./3 10 =203



см/с2.
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                                            Рис. 3.39                         Рис. 3.40

    4. Решение задачи об определении ускорений точки В звена АВ, совершающего плоскопараллельное движение.

    Звено АВ связано с ведущим кривошипом ОА шарниром А. Выберем точку А за полюс. 

    Составим векторное уравнение типа (3.10) для точки В

[image: image412.png]



или с учетом (з)

                                     [image: image413.png]


.                                               (и)

    Покажем все векторы, входящие в уравнение (и), на рис. 3.40.

    Ускорение точки В представим двумя составляющими [image: image414.png]P
aBioy



и [image: image415.png]


, так как точка В принадлежит не только стержню АВ, но и вращающемуся стержню ВО1, т.е.

                                     [image: image416.png]


.                                                                (к)

    Вектор [image: image417.png]P
aBioy



направлен от точки В к оси вращения О1, вектор [image: image418.png]


направлен перпендикулярно ВО1.

    Осестремительное ускорение точки В при вращении стержня АВ вокруг полюса А [image: image419.png]


направлено от точки В к полюсу А, вращательное ускорение [image: image420.png]


– перпендикулярно АВ.

    С учетом выражения (к) векторное уравнение (и) примет вид

                                  [image: image421.png]


.                             (л)

    Приступим к анализу этого уравнения. Модуль осестремительной составляющей [image: image422.png]P
aBioy



легко определяется

[image: image423.png]afo, = @B, BO1=1-20 =20



см/с2.

    Модуль вращательной составляющей [image: image424.png]


найти до решения векторного уравнения (л) нельзя, так как в выражении

[image: image425.png]‘BOy
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угловое ускорение  ВО1 – величина неизвестная. Дифференцирование выражения [image: image426.png]- Vs
BO:



не дает результата, так как закон изменения VВ нам неизвестен.

    Составляющие ускорения полюса [image: image427.png]Z0C
3



и [image: image428.png]&p



были определены выше. 

    Модуль осестремительной составляющей [image: image429.png]oc
agia



легко найти, так как  АВ определена ранее (см. п. 2 решения):

[image: image430.png]a% s = hoAB 20 =20



см/с2.

    Модуль вращательной составляющей [image: image431.png]P



неизвестен, так как в выражении 

[image: image432.png]Bp



=  АВ х АВ

угловое ускорение  АВ не может быть найдено до решения векторного уравнения (л). Дифференцирование выражения [image: image433.png]-Va
®aB = pp



здесь не дает результата, так как расстояние АР – величина переменная и закон ее изменения нам неизвестен.

    Итак, в векторном уравнении (л) осталось две неизвестные величины –  ВО1, в выражении [image: image434.png]e
agi04



(в левой части уравнения) и  АВ в выражении [image: image435.png]


(в правой части уравнения). Задача относится к типу 3 (см. п. 3.2.2).

    Проектируем уравнение (л) на оси х и у (см. рис. 3.40):
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,
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.

    Решая полученную систему уравнений, найдем

[image: image438.png]


см/с2, 

[image: image439.png]


. 

    Знак “минус” в выражении вращательного ускорения [image: image440.png]e
agi04



указывает, что вектор [image: image441.png]


направлен в сторону, противоположную принятому на рис. 3.40 направлению.

    Полное ускорение точки В:

[image: image442.png]ap = |J(@8o,)” * (a0, = 4047



см/с2;

угловое ускорение звена АВ

[image: image443.png]adia
EAB = AR




.

    У звена АВ теперь нам известны ускорение полюса А, угловая скорость и угловое ускорение звена. Это позволяет определить ускорение любой точки звена, например, точки С (задача типа 1).

    Составим для точки С векторное уравнение типа (3.10):

                                    [image: image444.png]dn = alt
Tc =an +ax +a%5a+3g0a



.                                                   (м)

    Ускорение точки С неизвестно по направлению, разложим его на составляющие по направлениям координатных осей аСх и aCy. Направления остальных векторов из уравнения (м) показаны на рис. 3.40, где

[image: image445.png]a¥%a= whsAC 10 =10



см/с2, 

[image: image446.png]adia=cagAC =0 -10 =0



. 

    Проектируя векторное уравнение (м) на оси координат, получим 

[image: image447.png]= _,0c_ oc o
acy = —ah —acia” cosB80



; 

[image: image448.png]=0
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. 

    Отсюда 

[image: image449.png]


см/с2. 

[image: image450.png]-15.3
dcy =



см/с2. 

    Полное ускорение точки С:

[image: image451.png]ac = [t + oty =303



см/с2.

    5. Решение задачи определения ускорений звена ВО1, совершающего вращательное движение.

    По модулю вращательной составляющей [image: image452.png]e
agi04



, найденному из решения векторного уравнения (л), определим угловое ускорение стержня ВО1
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1/с2.

    Направлено угловое ускорение звена ВО1, в соответствии с действительным направлением вектора [image: image454.png]


(см. замечание по поводу знака [image: image455.png]e
agi04



), т.е. дуговую стрелку  ВО1 надо направить по часовой стрелке.

    В рассмотренном примере основное векторное уравнение типа (3.10) для точки В преобразовано из обычного вида в уравнение (л), в котором неизвестными являются два угловых ускорения  АВ и  ВО1. Подчеркнем, что уравнение (л) получилось в результате приравнивания двух различных выражений для ускорения точки В: первое выражение (и) записано в предположении, что точка В принадлежит звену АВ; второе (к), – что точка В принадлежит звену ВО1.

    С уравнениями вида (л) приходится встречаться в тех случаях, когда точка В в плоском стержневом механизме является центром шарнира, соединяющего два звена, из которых одно совершает плоскопараллельное движение, а второе – вращательное движение. 
4. КИНЕМАТИКА СЛОЖНОГО ДВИЖЕНИЯ ТОЧКИ
4.1. Основные понятия и определения 
    С исследованием движения точки мы уже ознакомились при изучении раздела “Кинематика точки”. Тогда предполагалось, что точка движется по заданному закону относительно неподвижного тела (или относительно неподвижной системы отсчета). 
    Если же точка движется по заданному закону относительно тела, а тело, в свою очередь, перемещается относительно неподвижной системы отсчета, то движение точки относительно неподвижной системы отсчета называется сложным или составным: оно складывается из движения точки по телу и движения вместе с этим телом.
    Например мяч, катящийся по палубе плывущего вдоль берега теплохода, совершает относительно берега сложное движение, которое состоит из качения по палубе и движения вместе с палубой (теплоходом). Сложное движение относительно платформы совершает человек, идущий внутри вагона движущегося поезда. Шарик, вылетающий из вращающейся трубки, совершает сложное движение относительно неподвижной стойки. Под стойкой здесь и в дальнейшем понимается некоторое неподвижное основание.
    Рассмотрим движение точки М (рис. 4.1) по траектории 1–1 внутри тела А, которое, в свою очередь, движется относительно неподвижного тела В (стойки). Движение точки М по отношению к телу В есть сложное движение.
Система координатных осей О1х1у1z1, связанная с движущимся телом А, называется подвижной системой 
[image: image456.png]



Рис. 4.1
    Система осей Охуz, связанная с неподвижным телом В (стойкой), называется неподвижной системой отсчета.

    Движение точки [image: image457.png]


относительно тела [image: image458.png]


(или относительно О1х1у1z1) по траектории 1–1 называется относительным движением точки М. Скорость и ускорение точки М в этом движении есть относительная скорость и относительное ускорение точки М, их обозначают  Vr и ar соответственно.

Движение тела А (или системы О1х1у1z1) относительно стойки (относительно Охуz) называется переносным движением. Переносной скоростью (ускорением) точки М называется скорость (ускорение) точки тела А, с которой в данный момент совпадает движущаяся по телу точка М. Поясним это определение.
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Рис. 4.2.
	В каждый момент времени точка М совпадает с некоторой точкой М' тела А (рис. 4.2). Скорость (ускорение) точки М' и есть переносная скорость (ускорение) точки М. Переносную скорость и переносное ускорение обозначают  Vе и  ае.


    Движение точки М (рис. 4.1) относительно стойки (или относительно Охуz) называется абсолютным движением точки М. Скорость и ускорение точки в этом движении есть абсолютная скорость и абсолютное ускорение точки М, их обозначают  Vа и aа.

    Обратите внимание на взаимную связь относительного и переносного движений: относительное движение – движение точки по перемещающемуся телу, движение же этого тела – переносное движение. Обратите также внимание на различие в определениях относительного и абсолютного движений, хотя эти определения формально очень похожи.

    Важной операцией исследования кинематики сложного движения является выделение относительного, переносного и абсолютного движений в конкретном случае сложного движения точки. Эту операцию будем называть анализом сложного движения точки. Анализ выполняется в соответствии с установленными выше определениями относительного, переносного и абсолютного движений. Для рассмотренного выше случая (см. рис. 4.1) результат анализа будет таким:

· относительное движение – движение точки М по телу А; 
· переносное движение – движение тела А относительно тела В (относительно стойки); 
· абсолютное движение – движение точки М относительно тела В (относительно стойки). 

    При анализе сложного движения точки надо иметь в виду, что объектом относительного и абсолютного движений является одна и та же точка; объектом же переносного движения является тело, по которому точка совершает относительное движение. Из-за наличия взаимной связи относительного и переносного движений их выделение происходит всегда одновременно: если Вы указали относительное движение точки по перемещающемуся телу, то перемещение этого тела следует назвать переносным движением.

    Рассмотрим выполнение анализа сложного движения точки на конкретных примерах.

    Пример 1
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Рис. 4.3.
	Мостовой кран АВ (рис. 4.3) перемещается вдоль цеха, изображенного на рисунке прямоугольником ОСDE.По крану движется тележка М. Требуется выполнить анализ сложного движения тележки.


    Начнем с выделения относительного движения, учитывая, что это движение точки по перемещающемуся телу. В данном примере относительное движение – движение тележки М (точки М) по крану.

    После того как относительное движение названо, становится очевидным, что переносное движение – движение крана АВ вдоль цеха OCDE.

    В завершение укажем абсолютное движение. По определению – это движение точки относительно стойки (неподвижной системы отсчета). В рассматриваемом примере абсолютное движение – движение тележки относительно цеха OCDE.

    Пример 2
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Рис.4.4.
	По трубке, изогнутой в форме окружности, непрерывно течет жидкость. Трубка, в свою очередь, вращается вокруг оси О, перпендикулярной стойке (рис. 4.4). Требуется выполнить анализ сложного движения частицы М жидкости.


    Относительным движением или движением точки по перемещающемуся телу здесь будет движение частицы М по трубке. Переносное движение – вращение трубки вокруг оси О стойки. Абсолютное движение – движение частицы М относительно стойки. 

    Возвращаясь к условию двух приведенных примеров, отметим, что относительное и переносное движения в них были, по существу, заданы: была известна траектория относительного движения (прямая – в первом примере, окружность – во втором). Так же был определен и вид переносного движения (в первом примере – поступательное движение крана, во втором – вращение трубки вокруг оси). Траектория же абсолютного движения точки в этих примерах не определялась, так как предполагалось, что все параметры абсолютного движения могут быть найдены по заданным параметрам относительного и переносного движений.

    Значительная часть задач на сложное движение точки имеет иной характер: условием задачи определяется траектория абсолютного движения точки, а параметры относительного или переносного движения требуется найти. Такие задачи можно считать обратными по отношению к задачам, рассмотренным в первых примерах.

    Приведем примеры обратных задач.

    Пример 3
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Рис. 4.5.
	На неподвижную проволочную окружность надето колечко М (рис. 4.5), через него проходит стержень ОА, вращающийся вокруг оси О, перпендикулярной стойке. Требуется выполнить анализ сложного движения колечка М.


    Абсолютное движение или движение точки относительно неподвижного тела в этом примере отчетливо видно: это движение колечка М по проволочной окружности, расположенной на стойке. Относительное движение или движение точки по перемещающемуся телу здесь – скольжение колечка М по стержню ОА, а переносное движение – вращение стержня ОА вокруг оси О стойки.
    Пример 4
    В кулисном механизме (рис. 4.6) при вращении кривошипа ОМ вокруг оси О, перпендикулярной стойке, ползун М, перемещаясь вдоль стержня АВ, заставляет его вращаться вокруг оси А, так же перпендикулярной стойке. Требуется выполнить анализ сложного движения ползуна М.

    Абсолютное движение здесь тоже легко определить: это движение ползуна (точки М) по окружности, расположенной на стойке. На рис. 4.6 эта окружность изображена штрихами, ее радиус ОМ. Относительное движение или движение точки по перемещающемуся телу здесь – скольжение ползуна М по стержню АВ, а переносное движение – вращение стержня вокруг оси А.

    Во всех рассмотренных примерах под точкой, совершающей сложное движение, подразумевается тело, размерами которого мы пренебрегали. Это была тележка крана, частица жидкости, колечко, ползун.

    В ряде задач на сложное движение такого тела нет.

    Это задачи из кинематики кулачковых механизмов, у которых ведущие и ведомые звенья (кулачок и толкатель) касаются друг друга в одной точке. В таких случаях можно считать, что сложное движение совершает точка одного из звеньев в месте контакта.

    Поясним сказанное на примере.

    Пример 5
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Рис. 4.7.
	Кулачок А (рис. 4.7), перемещаясь по горизонтальной плоскости вдоль оси х, приводит в движение толкатель ВМ, скользящий в вертикальных направляющих. Требуется выполнить анализ сложного движения точки М толкателя. Точка М толкателя движется относительно неподвижной плоскости (стойки) по вертикали. Это, очевидно, абсолютное движение точки М.


    Можно заметить также, что точка М толкателя скользит по поверхности движущегося кулачка. Это знакомое нам сочетание относительного и переносного движений: относительное – движение точки М по поверхности кулачка, переносное – движение кулачка.

    Выполнить разделение движений в подобных задачах будет значительно проще, если в месте контакта звеньев поместить дополнительное тело пренебрежимо малых размеров. Это точечное тело должно проскальзывать по одному звену и в то же время совпадать с точкой контакта второго звена. Таким дополнительным телом может быть колечко, ползун, шарик. Дополнительное тело можно считать точкой, совершающей сложное движение.
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Рис.4.8.
	В условиях примера 5 поместим в точке контакта кулачка и толкателя шарик М (рис. 4.8).

При движении кулачка вдоль оси х (переносное движение) шарик М будет перекатываться по поверхности кулачка (относительное движение шарика) и подниматься вверх вместе с толкателем (абсолютное движение шарика).


   Как видим, после установки шарика легче выявить относительное и переносное движения. 

    Введение дополнительных тел особенно целесообразно в случаях, когда передача движения от звена к звену осуществляется с помощью гибких поворачивающихся нитей.

    Пример 6
    В механизме на рис. 4.9 движение штока АМ в горизонтальных направляющих передается посредством гибкого троса грузу В. Чтобы установить зависимость между характеристиками движения штока АМ и груза В, надо представить, что точка М совершает сложное движение.

    Ее движение относительно стойки по горизонтали, очевидно, – абсолютное движение.

    Увидеть относительное и переносное движения поможет введение стержня ОС (рис. 4.10), поворачивающегося вокруг О, и ползуна М, скользящего на этом стержне. (Шток АМ и ползун М соединены шарнирно).
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                                                Рис. 4.9                        Рис. 4.10 
    При таком дополнении механизма горизонтальное движение штока АМ вызывает не только подъем (или опускание) груза В, но и поворот стержня ОС вокруг О, а также скольжение ползуна М по стержню. Очевидно, относительным движением точки М (ползуна М) надо считать ее движение вдоль стержня ОС, а переносным движением – поворачивание стержня ОС вокруг О.

    Если теперь вернуться к схеме механизма на рис. 4.9, то можно считать, что относительное движение точки М есть ее движение вдоль троса МN, а переносное движение – поворачивание троса вокруг N. Увидеть это без рассмотрения схемы на рис. 4.10 затруднительно.

4.2. Определение скоростей в сложном движении точки
    Напомним установленные в подразд. 4.1 определения и обозначения:

· относительной скоростью точки называется ее скорость в движении относительно перемещающегося тела, обозначение – Vr; 

· переносной скоростью называется скорость точки перемещающегося тела, с которой в данный момент совпадает движущаяся по телу точка (см. рис. 4.2), обозначение – Vе; 

· абсолютной скоростью точки называется ее скорость в движении относительно неподвижного тела, обозначение – Vа. 

    Зависимость между скоростями определяется теоремой: 
абсолютная скорость точки равна геометрической сумме переносной и относительной скоростей, т.е.

                                         Vа =  Vе + Vr .                                                             (4.1)
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Рис. 4.11.
	Из уравнения (4.1) следует, что абсолютная скорость есть диагональ параллелограмма, построенного на переносной и относительной скоростях. Если параллелограмм Меаr (рис. 4.11) построить в масштабе, то тем самым задача по определению Vа будет решена: модуль абсолютной скорости равен длине диагонали Ма в принятом масштабе, а направление абсолютной скорости – от М к а.


    Но при решении задач кинематики параллелограмм скоростей Меаr обычно рассматривается как вспомогательный чертеж, а модуль и направление искомой скорости определяется аналитически с использованием известных из геометрии соотношений между элементами треугольника (имеется в виду теорема косинусов и т.д.), иначе говоря, задача сводится к решению треугольника Mear. При этом искомой величиной может быть не только Va, а любой из пяти элементов треугольника – Va, Ve, Vr,  ,  .

Задача будет разрешимой, если из пяти указанных элементов неизвестными будут два, например, Va и  , Vе и Vr. Это значит, перед тем, как решать треугольник, надо по условию задачи определить, по крайней мере, три элемента треугольника. Эти три элемента или три кинематические характеристики будем в дальнейшем называть предварительно определяемыми.

Во многих случаях предварительно определяемые величины легко отождествляются с величинами, заданными условием задачи. В остальных случаях их можно найти по данным задачи с использованием формул “Кинематики точки” или “Кинематики твердого тела” (см. разд. 1, 2, 3 данного пособия).

При решении задач определенную сложность для начинающих представляет правильное построение параллелограмма скоростей по уравнению (4.1). Рекомендуется делать это в следующем порядке.
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Рис. 4.12.
	Вначале на расчетной схеме надо провести три линии, по которым должны быть направлены Vа, Vе и Vr. Эти линии будем обозначать соответственно а–а, е–е, r–r (рис. 4.12); они должны проходить через точку М, которая по условию задачи совершает сложное движение.


     Линия а–а проводится по касательной к траектории абсолютного движения; линия r–r – по касательной к траектории относительного движения; линия e–e – проводится в соответствии с правилами, установленными для соответствующего движения тела.

Если положение какой-либо линии скорости установить по условию задачи нельзя, то ее следует провести под некоторым углом  к уже проведенной линии скорости, считая в дальнейшем  искомой величиной.
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Рис.4.13.
	Далее на расчетной схеме надо изобразить в произвольном масштабе скорость, направление которой задано условием задачи; ее надо отложить от точки М по соответствующей линии; построить параллелограмм скоростей, следя за тем, чтобы Vа была диагональю этого параллелограмма (рис. 4.13).


    Как обобщение вышесказанного, предлагается такая последовательность операций при решении задачи скоростей в сложном движении точки.

1. По условию задачи нарисовать расчетную схему, на которой отметить точку М, совершающую сложное движение. 

2. Указать относительное, переносное и абсолютное движение в соответствии с рекомендациями подразд. 4.1. 

3. Провести через точку М линии скоростей а–а, е–е, r–r в соответствии с пояснениями к рис. 4.12. 

4. Отложить от точки М заданную скорость по соответствующей линии, а затем построить параллелограмм скоростей (рис. 4.13). 

5. Найти по условию задачи три предварительно определяемые величины. 

6. Решая треугольник Меа (рис. 4.11 или 4.13), найти оставшиеся искомые величины. 

Задача 4.1 

Задача 4.2 (20) 

Задача 4.3 (20) 

Задача 4.4 (21) 

Задача 4.5 (22) 

Задача 4.6 (22) 

Задача 4.7 (25) 

Задача 4.8 (27) 

Задача 4.9 (23) 

Задача 4.10 (26) 

    Задача 4.1
    Вдоль цеха по рельсам с постоянной скоростью 0,1 м/с перемещается мостовой кран АВ, по которому с постоянной скоростью 0,2 м/с движется тележка М. Определить абсолютную скорость тележки.
    Решение
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Рис. 4.14.
	1. На расчетной схеме (рис. 4.14) изображена точка М (тележка), совершающая сложное движение и подвижное тело – кран АВ в заданный момент времени. 

2. Результаты анализа сложного движения тележки (пример 1):


· относительное движение – движение тележки М по крану АВ; 

· переносное движение – движение крана АВ относительно цеха ОСDE; 

· абсолютное движение – движение тележки М относительно цеха. 

    3. Проводим через точку М линии скоростей. Траектория относительного движения точки М – прямая АВ, поэтому линия r–r совпадает с АВ; переносным движением является поступательное движение крана вдоль стороны ОЕ цеха, поэтому линия e–e проведена параллельно OE; траекторию абсолютного движения точки М установить по условию задачи нельзя, поэтому линию а–а проводим под некоторым углом  к линии е–е, считая  искомой величиной.

    4. Построим параллелограмм скоростей: по условию задачи известны направления относительной скорости точки (она равна скорости движения тележки по крану) и переносной скорости (она равна скорости точки крана, с которой в данный момент совпадает тележка); откладываем от точки М по линии r–r вектор относительной скорости Vr, а по линии е–е – вектор переносной скорости  Vе; затем достраиваем параллелограмм скоростей.

    5. По условию задачи имеем Vr = 0,2 м/с, Vе = 0,1 м/с, угол  = 90 .

    6. Решая треугольник Меа (рис. 4.14), находим
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м/с;
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.

    Задача 4.2 (20)
    По трубке, изогнутой в форме окружности радиуса R = 20 см (рис. 4.15), течет жидкость с постоянной относительно трубки скоростью 40 см/с. Трубка вращается вокруг оси О с постоянной угловой скоростью  = 1 1/с. Найти абсолютную скорость частицы жидкости, когда она занимает в трубке положение, определяемое углом ОСМ, равным 120 . Направления вращения трубки и течения жидкости (по трубке) – против хода стрелки часов.
    Решение
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Рис. 4.15.
	1. Расчетная схема с указанием частицы М жидкости в заданном положении изображена на рис. 4.15.

2. Результаты анализа сложного движения частицы М (пример 2):

· относительное движение – движение частицы М по трубке; 

· переносное движение – вращение трубки вокруг оси О стойки; 

· абсолютное движение – движение частицы М относительно стойки. 


    3. Проводим через точку М линии скоростей: траектория относительного движения точки М – окружность с центром в точке С, поэтому линия r–r проведена по касательной к этой окружности; переносным движением здесь является вращение трубки вокруг оси О, поэтому линия е–е проведена перпендикулярно ОМ, т.е. по направлению скорости точки М' трубки; траекторию абсолютного движения точки М здесь, как и в задаче 4.1, заранее установить нельзя, поэтому линию а–а проводим под углом  к линии е–е, считая  искомой величиной.

    4. Построение параллелограмма скоростей: по условию задачи известны направления Vr ( Vr – скорость движения по трубке) и Vе ( Vе – скорость точки М' трубки), откладываем от точки М векторы  Vr и Vе по линиям r–r и e–e; затем достраиваем параллелограмм скоростей.

    5. Предварительные вычисления: по условию задачи имеем Vr = 40 см/с, модуль переносной скорости определяем по формуле
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см/с,

из схемы на рис. 4.15 следует, что  = 150 .

    6. Решая треугольник Mea, находим

[image: image474.png]= JVi+VErav vecosp = 20,43




см/с;
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.
    Задача 4.3 (20)
   На неподвижную проволочную окружность радиуса20 см надето колечко М (рис. 4.16); через него проходит стержень ОА, который вращается вокруг оси О против часовой стрелки с угловой скоростью w = 1 1/с. Найти относительную, переносную и абсолютную скорости колечка М в момент, когда угол ОСМ равен 90° .
    Решение
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Рис. 4.16.
	1. Расчетная схема с указанием колечка М в заданном положении (угол ОСМ равен 90 ) изображена на рис. 4.16.

2. Результаты анализа сложного движения колечка М (пример 3):

· относительное движение – движение колечка М по стержню ОА; 

· переносное движение – вращение стержня ОА вокруг оси О стойки; 

· абсолютное движение – движение колечка М относительно стойки по окружности радиуса СМ. 


    3. Проводим через точку М линии скоростей: линия r–r проведена вдоль ОА – траектории относительного движения; линия е–е проведена перпендикулярно ОА, – так направлена скорость точки М' стержня ОА (переносная скорость Ve); траектория абсолютного движения колечка М – окружность с центром в точке С, поэтому линия а–а проведена по касательной к этой окружности.

    4. Построение параллелограмма скоростей: по условию задачи известно направление Ve ( Ve – скорость точки М' стержня ОА), откладываем ее от точки М по линии е–е; далее достраиваем параллелограмм скоростей, чтобы Vа была диагональю.

    5. Предварительные вычисления: по условию задачи определяем

[image: image477.png]=o - OM =1-2042 =202




см/с;

из схемы на рис. 4.16 следует, что  = 45 ,  = 90 .

    6. Решая треугольник Меа, находим [image: image478.png]=Ve =202




см/с, 
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см/с.

    Задача 4.4 (21)
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	В кулисном механизме (рис. 4.17) при вращении кривошипа ОМ вокруг оси О ползун М, перемещаясь вдоль стержня АВ, приводит этот стержень во вращательное движение вокруг оси А. Для положения механизма, изображенного на рисунке, определить скорость перемещения ползуна М по стержню АВ и угловую скорость стержня АВ, если угловая скорость кривошипа ОМ  ОМ = 2 1/с, длина кривошипа ОМ равна 10 см. Кривошип вращается против часовой стрелки. 


    Решение

    1. Расчетная схема механизма изображена на рис. 4.17.

    2. Результаты анализа сложного движения ползуна М (пример 4):

· относительное движение – движение ползуна М по стержню АВ; 

· переносное движение – вращение стержня АВ вокруг оси А стойки; 

· абсолютное движение – движение ползуна М относительно стойки по окружности радиуса ОМ. 

    3. Проводим через точку М линии скоростей: линия r–r проведена вдоль АВ, т.е. по траектории относительного движения ползуна М; линия е–е проведена перпендикулярно АВ – так направлена скорость точки М' стержня АВ (или переносная скорость); линия а–а проведена перпендикулярно ОМ, что соответствует направлению касательной к окружности радиуса ОМ – траектории абсолютного движения ползуна М.

    4. Построение параллелограмма скоростей: по условию задачи известно направление Vа, откладываем ее от точки М по линии а–а. Далее достраиваем параллелограмм скоростей, в котором Vа – диагональ.

    5. Предварительные вычисления: по условию задачи определяем
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см/с;

из схемы на рис. 4.17 следует  = 30 ,  = 90 .

    6. Решая треугольник Меа, находим
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см/с;
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см/с.

    После этого определяем угловую скорость стержня АВ 
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1/с.

    Задача 4.5 (22)
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	Кулачок А (рис. 4.18), перемещаясь по горизонтальной плоскости вдоль оси х, приводит в движение толкатель ВМ, скользящий в вертикальных направляющих. Определить скорость толкателя в вертикальных направляющих в положении 
механизма, изображенного на рис. 4.18, если в этот момент скорость кулачка равна 30 см/с.


    Решение

    1. Расчетная схема изображена на рис. 4.18.

    2. Результаты анализа сложного движения точки М (см. пример 5): 

· относительное движение – движение точки М по поверхности кулачка А; 

· переносное движение – движение кулачка А относительно стойки; 

· абсолютное движение – движение точки М относительно стойки по вертикали. 

    3. Проводим через точку М линии скоростей: линия r–r проведена по касательной к поверхности кулачка или иначе – по касательной к траектории относительного движения; линия e–e проведена параллельно оси х – так направлена скорость точки кулачка, с которой в данный момент совпадает конец М толкателя ВМ (или переносная скорость Vе); линия а–а проведена по вертикали – по траектории абсолютного движения.

    4. Построение параллелограмма скоростей: по условию задачи известно направление Vе, откладываем ее от точки М по линии е–е; далее достраиваем параллелограмм скоростей, в котором Vа – диагональ.

    5. По условию задачи имеем Vе = 30 см/с. Из схемы на рис. 4.18 следует, что  = 90 ,  = 30 .

    6. Решая треугольник Меа, находим искомую скорость толкателя
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см/с.
    Задача 4.6 (22)
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	В механизме на рис. 4.19 определить зависимость между скоростью штока АМ и скоростью опускания груза В (угол  задан). 

         Решение
    1. Расчетная схема изображена на рис. 4.19.

    2. Результаты анализа сложного движения точки М (см. пример 6):


· относительное движение – движение точки М вдоль троса МN; 

· переносное движение – вращение троса MN вокруг точки N; 

· абсолютное движение – движение точки М относительно стойки по горизонтали. 

    3. Проводим через точку М линии скоростей; линии а–а и r–r совпадают с прямолинейными траекториями абсолютного и относительного движений; линия е–е проведена перпендикулярно MN – так направлена скорость точки M' троса в переносном вращательном движении вокруг N.

    4. Построение параллелограмма скоростей: по условию задачи известно направление скорости VВ (вниз), для точки М это соответствует заданию Vr; откладываем Vr по линии r–r, а затем достраиваем параллелограмм скоростей, в котором Va – диагональ.

    5. Из схемы на рис. 4.19 следует, что  = 90 –  ,  = 90 .

    6. Решая треугольник Меа, находим
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.

    Учитывая, что Vr = VB, Va = VАМ, получим
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.
4.3. Определение ускорений в сложном движении точки
    Зависимость между ускорениями определяется теоремой Кориолиса: абсолютное ускорение аа точки равно геометрической сумме переносного ае, относительного аr и кориолисова аk ускорений, т.е. 

                                      [image: image490.png]


.                                                            (4.2)

    Прежде чем приступить к решению этого уравнения в конкретной задаче, надо установить по каким формулам определяются аа, аe,  аr,  аk.

    Абсолютное ускорение аа. Напомним определение (см. подразд. 4.1): абсолютным ускорением точки называется ее ускорение в движении относительно неподвижного тела. Вид формулы аа зависит от формы траектории абсолютного движения точки.

    Если траектория – прямая линия, то

                                         [image: image491.png]da=
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.                                                                   (4.3)

    Ускорение аа в этом случае совпадает с траекторией точки. Направление вектора аа по траектории точки определяется знаком производной (4.3): при знаке “плюс” направлено в сторону положительного отсчета расстояний на траектории, при знаке “минус” – в противоположную сторону.

    Если траектория абсолютного движения – окружность, то

                                        [image: image492.png]


,                                                              (4.4)

где [image: image493.png]dv,
dt




– касательное абсолютное ускорение; [image: image494.png]


– нормальное абсолютное ускорение; R – радиус окружности.

    Направление вектора [image: image495.png]


по касательной устанавливается с учетом знака производной [image: image496.png]


[см. пояснения к формуле (4.3)]. Вектор [image: image497.png]


всегда направляется по радиусу окружности к ее центру.

    Если траектория абсолютного движения не задается, то абсолютное ускорение следует разложить на составляющие по направлениям осей прямоугольной системы координат Охуz:

для плоских кривых

                                      [image: image498.png]


;                                                                        (4.5)

для пространственных кривых
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.                                                               (4.6)

    Переносное ускорение ае. Напомним определение (см. подразд. 4.1): переносным ускорением называется ускорение точки перемещающегося тела, с которой совпадает в данный момент движущаяся по этому телу точка.

    Вид формулы ае определяется характером переносного движения.

    Если переносное движение тела – поступательное, то в качестве ае можно взять ускорение любой точки этого тела. (Напомним, что все точки тела при поступательном движении имеют одинаковые ускорения).

    Если переносное движение тела – вращение вокруг неподвижной оси, то 

                                              [image: image500.png]


,                                                                (4.7)

где [image: image501.png]af =g h



– вращательное переносное ускорение; [image: image502.png]


– осестремительное переносное ускорение.

    В этих формулах  е и  е – угловая скорость и угловое ускорение тела; h – расстояние от точки М до оси вращения или радиус вращения точки.

    Вектор [image: image503.png]ae



направлен перпендикулярно радиусу вращения в сторону дуговой стрелки углового ускорения  е. Вектор [image: image504.png]


направлен по радиусу к оси вращения.

    Если переносным движением будет плоскопараллельное или какое-либо более сложное движение тела, то формулы для определения ае следует взять из соответствующего раздела кинематики твердого тела.

    Относительное ускорение аr. Напомним определение (см. подразд. 4.1): относительным ускорением точки называется ее ускорение в движении относительно перемещающегося тела.

    Вид формулы аr определяется характером траектории относительного движения.

    Если траектория – прямая линия, то 

                                                           [image: image505.png]


.                                                          (4.8)

    Ускорение аr в этом случае совпадает с траекторией точки. Направление вектора аr по траектории определяется знаком производной (4.8): при знаке “плюс” аr направлено в сторону положительного отсчета расстояний на траектории, при знаке “минус” – в противоположную сторону.

    Если траектория относительного движения – окружность, то

                                                     [image: image506.png]


,                                                          (4.9)

где [image: image507.png]


– касательное относительное ускорение; [image: image508.png]n_Vr
ar



– нормальное относительное ускорение; R – радиус окружности.

    Направление вектора [image: image509.png]


по касательной устанавливается с учетом знака [image: image510.png]av,



[см. пояснения к формуле (4.8)]. Вектор [image: image511.png]


направляется по радиусу окружности к ее центру.

    Если траектория относительного движения не задается, то относительное ускорение следует разложить на составляющие по направлению осей прямоугольной системы координат Oxyz:

    для плоских кривых

                                               [image: image512.png]


;                                                             (4.10)

    для пространственных кривых 

                                               [image: image513.png]


.                                                    (4.11)

    Ускорение Кориолиса выражается формулой

                                               [image: image514.png]


.                                                          (4.12)

    Чтобы определить модуль и направление аk, нужно выполнить следующие операции:

	[image: image515.png]



	– отложить от точки M (рис. 4.20) вектор переносной угловой скорости  e и вектор относительной скорости точки Vr. (Напомним, что вектор  e направляется по оси вращения в сторону, определяемую правилом правого винта);


    – определить по правилу векторного произведения (4.12) направление ускорения аk: для этого надо провести через векторы  e и Vr плоскость Q; затем провести прямую 1-1, перпендикулярную плоскости Q; наконец, направить по прямой 1–1 вектор аk в ту сторону, откуда вращение вектора  e к Vr видно происходящим против хода часовой стрелки (см. рис. 4.20);

    – определить модуль ускорения аk как модуль векторного произведения (4.12):

                                      [image: image516.png]2m:. V, sinoy




,                                                              (4.13)

где аk – угол между векторами  e и Vr.

    Если переносное движение поступательное, то  e = 0, следовательно, аk равно нулю. Ускорение Кориолиса равно нулю также, если векторы  e и Vr параллельны, или когда один из этих векторов обращается в нуль в рассматриваемый момент времени.

    После того, как вид формул определения аа, ае, аr и аk установлен, рекомендуется переписать уравнение (4.2) с учетом того, что некоторые члены уравнения будут представлены составляющими.

    Допустим, по условию задачи траектория абсолютного движения – окружность, переносное движение – вращение тела вокруг оси, а траектория относительного движения – прямая линия; в этом случае уравнение (4.2) с учетом (4.4), (4.7), (4.8) примет вид
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.                                              (4.14)

    В других задачах число слагаемых в левой и правой частях уравнения (4.14), конечно, может быть иным. 

    Для решения уравнения типа (4.14) оно проектируется на оси подвижной или неподвижной системы координат. Если все векторы этого уравнения лежат в одной плоскости, то будем иметь два уравнения проекций, для пространственной задачи – три уравнения проекций. 

    Отсюда следует, что в плоских задачах уравнение (4.14) будет разрешимо, если в нем содержится не более двух, а в пространственных – не более трех неизвестных величин.

    В качестве неизвестных могут быть любые величины, входящие в выражения абсолютного, переносного, относительного и Кориолисова ускорений или же сами эти ускорения.

    Значит, решению уравнения типа (4.14) должно предшествовать предварительное определение части величин, входящих в выражения аа, ае, аr и аk. Они определяются из условия задачи по известным соотношениям кинематики точки и тела; во многих случаях используются результаты определения скоростей в данной задаче.

    Как обобщение всего вышесказанного, предлагается такая последовательность операций при решении задачи в сложном движении точки.

    1. Нарисовать по условию задачи расчетную схему, на которой отметить точку М, совершающую сложное движение.

    2. Указать относительное, переносное и абсолютное движение точки в соответствии с рекомендациями подразд. 4.1.

    3. Записать векторное уравнение (4.2) и провести его анализ: установить формулы для определения аа, ае, аr и аk [см. формулы (4.3)... (4.13)]; преобразовать уравнение (4.2) в уравнение типа (4.14); выполнить предварительные вычисления так, чтобы в уравнении типа (4.14) осталось не более двух неизвестных величин в плоских задачах, и не более трех – в пространственных задачах; отложить все указанные ускорения или их составляющие от точки М на расчетной схеме.

    4. Спроектировать уравнение типа (4.14) на оси выбранной системы координат. Из получившихся алгебраических уравнений проекций определить оставшиеся неизвестные величины.

    Задача 4.7 (25)
    Со стержня ОА (рис. 4.21), вращающегося с постоянной угловой скоростью  вокруг вертикальной оси z, слетает колечко M. В условиях пренебрежимо малого трения движение колечка по стержню описывается законом

                                           [image: image518.png]1
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,                                                        (а)

где S0 – расстояние от оси вращения до колечка в начальный момент. Положительное направление отсчета расстояний показано на рис. 4.21 стрелкой [image: image519.png]


; e – основание натурального логарифма.

  Определить абсолютное ускорение колечка.
    Решение
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	1. Расчетная схема с указанием колечка М, совершающего сложное движение, изображена на рис. 4.21. 

2. Анализ движения: движение колечка М по отношению к стойке (абсолютное движение) складывается из движения колечка вдоль стержня ОА и движения вместе со стержнем.


Первое из складываемых движений является относительным, второе – переносным. 

    3. Запишем векторное уравнение (4.2):

 аа = ае + аr + аk.                                                      (б)

    Установим формулы для определения ускорений, входящих в уравнение (б), и выполним предварительные вычисления.

    Абсолютное ускорение аа. Напомним, что вид формулы аа зависит от формы траектории абсолютного движения точки. Эта траектория в рассматриваемом примере – плоская кривая, форма которой не задается. Поэтому вектор аа представляем в соответствии с (4.5) составляющими по направлению осей х и у (см. рис. 4.21)

 аа = аах + аау.

    Переносное ускорение ае. Напомним, что вид формулы ае определяется характером переносного движения. В данной задаче переносным движением является вращение стержня ОА вокруг оси z. Поэтому вектор ае представим в соответствии с (4.7) в виде
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,

где [image: image522.png]af=g. S



; [image: image523.png]


;

S – расстояние от точки M до оси вращения z [см. формулу (а)]; 
 e – переносная угловая скорость, равная заданной угловой скорости стержня ОА,  e =  ОА =  ; вектор  направлен по оси вращения z в сторону, определяемую правилом правого винта (рис. 4.21);  e – переносное угловое ускорение, равное в данном случае нулю, так как по условию задачи  = const. 

    В результате
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, [image: image525.png]1 -
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.

    Вектор [image: image526.png]~0C,



направлен по радиусу к оси вращения z. Так как [image: image527.png]


, то окончательно будем иметь
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.

    Относительное ускорение аr. Напомним, что вид формулы аr определяется характером траектории относительного движения. В данной задаче эта траектория – прямая линия ОА. Поэтому по формуле (4.8) имеем:
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.

    Производная [image: image530.png]av,
dt



получилась со знаком “плюс”, поэтому вектор аr направляется по прямой ОА в сторону положительного отсчета координаты S, т.е. от M к А. Отметим, что аr = ae для любого момента времени.

    Ускорение Кориолиса аk. Модуль и направление вектора аk выражается формулой (4.12):
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.

    Вектор  e направлен по оси z, его модуль задан условием задачи. Относительная скорость Vr определяется по формуле
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.

    Производная [image: image533.png]


получилась со знаком “плюс”, поэтому вектор  Vr направляется по прямой ОА в сторону положительного отсчета координаты S, т.е. от М к А.

    Перенесем векторы  e и Vr в точку М.

    Определим по правилу векторного произведения направление ускорения аk. Для этого сначала проведем через векторы  e и Vr плоскость Q (см. рис. 4.21). Затем проведем прямую 1–1, перпендикулярную плоскости Q. Наконец, направим по прямой 1–1 вектор аk в ту сторону, откуда вращение вектора  e к Vr видно происходящим против часовой стрелки (см. рис. 4.21).

    Определим модуль ускорения  аk по формуле (4.13):
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,

так как здесь угол  = 90 .

    4. В результате проведенного анализа и предварительных вычислений имеем в уравнении (б) две неизвестные величины: аах и аау. Из анализа следует, что все векторы, входящие в уравнение (б), лежат в одной плоскости. Это позволяет перейти к проектированию векторного уравнения на оси координат, но сначала приведем уравнение (б) к виду (4.14), учитывая предварительные вычисления
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.

    Спроектируем это уравнение на оси выбранной системы координат:

                       (х) [image: image536.png]Gax = ~aetar=0



, так как [image: image537.png]


(см. выше);

                       (у) [image: image538.png]Gay = ax=S, (e ™)



.

    Модуль абсолютного ускорения колечка М равен:

[image: image539.png]0= abtaly =Ss (e”-e™)



.

    Отметим, что абсолютное ускорение колечка получилось равным кориолисову ускорению. Легко убедиться, что это будет при любом положении колечка на стержне.  
